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AVERTISSEMENT. 



Explication des abréviations employées dans le texte du 
second supplément de la Géométrie descriptive. 



La lettre (E ) en parenthèse, et suivie de chiffres, 

indique le renvoi aux Eléments de Géométrie à trois 
dimensions. 

Lorsqu'une figure est rapportée à deux plans , l’un 
horizontal , l'autre vertical , les points de la projection ho- 
rizontale sont marqués par de grandes lettres romaines , 
et ceux de la projection verticale par de petites lettres 
italiques. 

On désigne un point dans l’espace de deux manières, 
ou par les deux lettres de ses projections horizontale et 
verticale, mises en parenthèse, ou par la lettre de sa pro- 
jection horizontale seulement , mise aussi en parenthèse ; 
ainsi le point (A, a) s’entend d’un point dont les projec- 
tions sont A et a, et la lettre (A) désigne le même point 
dans l’espace. 

Droite (AA 1 , aa"). Cela signifie une droite qui a pour 
projections les droites AA' et a a'. 
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Plan (AA ' a a'); c'est-à-dire dont les traces sur les deux 
plans principaux de projections sont AA' et aa'. 

Plan (AA’); c’est-à-dire un plan dont la trace sur l’un 
des plans de projection, est la droite AA', et qui est per- 
pendiculaire à ce plan. 



AVIS AU RELIEUR. 

On placera les huit planches du supplément de la Géo- 
métrie descriptive après la page 3a , et les trois planches 
de K Analyse Géométrique , à la fin de louvrage. 



INTRODUCTION. 



X j es propriétés de l’étendue considérée dans les trois dimensions, 
peu connues des anciens géomètres, ont été dans ces derniers temps 
l'objet de l’une des plus belles applications de l’analyse. C’est seule- 
ment en 1729 qu’on a publié un traité des courbes à double cour- 
bure, dans lequel on a rapporté les points des courbes ou des surfaces 
auxquelles elles appartiennent , à trois plans rectangulaires; cet ou- 
vrage est le premier où l'on a exprimé les relations des coordonnées 
de ces points, par des équations d’où l’on a déduit les propriétés des 
courbes, leurs tangentes , leur quadrature, leur rectification , etc. Ce 
travail d’un auteur qui n’avait encore que seize ans (Clairaut), a ou- 
vert un nouveau champ aux recherches des géomètres. L’analySe s’est 
perfectionnée ; elle s’est enrichie du calcul aux différences partielles 
et du calcul des variations, et la géométrie a constamment suivi les 
progrès de l'analyse infiuitésimale. Euler fit l’application de cette 
nouvelle analyse à la recherche des courbes qui jouissent de certaines 
propriétés de maximum ou minimum ; c’est à lui qu’on doit le livre 
qui a pour titrç: Methodus inveniendi lineas curvas maximi minimise 
proprietate gaudentibus , an no iy 44 i que M. Lagrange regardait 
comme le chef-d’œuvre de ce grand géomètre. C’est aussi à Euler 
qu’on doit la théorie de la courbure des surfaces, exposée dans un 
très-beau mémoire de 17C0 (Académie de Berlin ) (1). Meusnicr en 



(1) Euler est le premier géomètre qui se soit occupé de la théorie des surfaces 
développables. Le mémoire de 1771 ( Academie de Péttrslumrg , toiuc 16 , novi com- 
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1776 ( savants étrangers de T Académie de Paris , tome 10 ) a com- 
plète' cette théorie de la courbure des sections normales d’une sur- 
face , en déduisant de l’expression du rayon de courbure d’une 
section normale quelconque , celle du rayon de courbure d’une 
section oblique dont le plan mené par la tangente à la section nor- 
male, fait avec le plan de cette section, un angle donné. 

On sait ce qui a été fait depuis cette époque sur l’analyse appli- 
quée à la géométrie (1), par les professeurs qui ont fondé l’ensei- 
gnement de l’Ecole polytechnique, et sur-tout par le savant géomètre 
qui a conçu le projet de cet établissement. Ses ouvrages, ceux des 
élèves formés par ses leçons ou ses écrits, ont changé la face de 
cette branche de mathématiques , tant par l’ordre et la symétrie des 
calculs , que par l’enchaînement des propositions. 

Avant ces découvertes, d’autres savants avaient cultivé la Géo- 
métrie aux trois dimensions en suivant la méthode synthétique, 
et leuss travaux quoique moins brillants et d’un ordre moins élevé 
dans leurs résultats, ont encore le mérite particulier d’exercer l’in- 
telligence des commençants, et de faire passer des abstractions de 
la science, aux applications les plus usuelles. 

Fermât, au commencement du dix-septième siècle, avait résolu 



mentarii ) contient des recherche» analytiques fort sav»ntes sur l«s conditions aux- 
quelles doivent satisfaire les fonctions arbitraires qui entrent dans l'équation finie 
d’une surface développable ; mais en comparant ce mémoire à celui de Monge de 
1771 . ou mieux encore à celui de 1775 (tomes 9 et 10 des Savants étrangers, 
Académie de Paris ), on reconnaîtra facilement que l'analyse de Monge, fondée sur 
des considérations géométriques, conduit plus directement au but principal, qui 
est l’expression analytique de la génération des surfaces développables. Néanmoins 
Euler, dans ce mémoire de 1771, montre clairement que la surface de l’ombre 
d’un corps opaque, dans l’hypothèse d’un corps lumineux, est développable, et la 
seconde partie du mémoire de Monge de 1776 , repose sur cette considération. 

(1) Voyez la préface du grand calcul différentiel de M. Lacroix, année 1810. 
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cette question : Trouver le centre et le rayon d'une sphère qui 
touche quatre sphères données. 

La trigonométrie sphérique aussi ancienne que l'astronomie , com- 
prend la solution de la pyramide triangulaire. Les formules algé- 
briques mises sous k forme qui convient pour l’usage des tables 
de logarithmes , ne laissent rien à desirer pour le calcul numérique 
des lignes qui déterminent un triangle sphérique , ou une pyramide 
triangulaire dans laquelle on ne considère que les angles des arêtes 
et des faces; mais elles n’indiquent pas les constructions géométriques 
qui mènent le plus directement des lignes connues dans une pyra- 
mide, aux inconnues. Pour trouver ces constructions, il fallait consi- 
dérer la trigonométrie sphérique sous un autre point de vue, et se 
proposer de résoudre tous les problèmes qu’elle présente avec le 
plus petit nombre de lignes possible , et en ne faisant usage que de 
la règle et du compas. 

On ne peut pas douter que ces problèmes n'aient été ainsi résolus 
par les inventeurs de l’art du trait , mais il ne reste aucun écrit qui 
le constate , et quoique les Arabes et les Goths eussent fait pour la 
construction de leurs monuments, un fréquent usage de cet art, ils 
ne nous ont transmis ni les noms des hommes qui l’ont inventé, ni 
la connaissance des principes de géométrie qui lui servent de base. 
Sur la fin du seizième siècle, quelques-uns des procédés de cet art 
ont été décrits dans un traité d’architecture par Philibert de l’Orme, 
aumônier de Henri II. En 16/42, Jousse publia un traité de coupe 
des pierres, sous le titre de Secrets de V Architecture-, ce qui prouve 
qu a cette époque la pratique de l’art du trait n’était connue que d’un 
petit nombre d’initiés qui suivaient quelques écoles particulières 
En i 64 q, François Derand, jésuite, et Desargues, architecte de 
Lyon, dévoilèrent un plus grand nombre des secrets de ces écoles, 
dans leurs traités de la coupe des pierres. En 1728, M. De la Rue, 
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architecte, fit un recueil de dessins gcometraux qui surpassaient en 
exactitude tout ce qui avait été fait avant lui ; mais le texte expli- 
catif ne répondait pas à la beauté des dessins. M. Frézier, savant 
officier du génie qui s’était principalement occupé de la géométrie 
nécessaire pour entendre les constructions graphiques transmises 
par les anciens, publia en iy 5 o un ouvrage sur la théorie de la 
coupe des pierres et des bois, qui est encore très -recherché par les 
ingénieurs. Il contient la solution graphique de ce problème : 

Etant données les trois faces d'une pyramide, trouver les trois 
angles? elle avait été donnée antérieurement dans le recueil latin du 
P. Desclialles, qui a pour titre : Mundus mathenzaticus , cap. de 
lapidum section «, anrto 1C72. Une nombreuse collection d’épures de 
stéréotomie, de coupe de pierres, de charpente, avait été dessinée 
d’après les ouvrages qu’on vient de citer, pour l’instruction des 
élèves de l’école du génie établie à Mézières (1). M. Monge qui a 
professé dans cette école pendant 20 ans ( de 1 764 à 1 784 ) , et qui , 
jusqu’en 1795, avait seulement publié ses mémoires de géométrie 
analytique dans les collections académiques , a écrit cette année, pour 

(1} Celte école créée en 1748 sous le ministère de M. d'Argenson, a servi de 
modèle pour l'organisation de l'école polytechnique; elle fut dirigée à 1 époque 
de sa formation par de savants et laborieux officiers du génie, MM. Duvignau et 
Cliastillon , qui ont eu pour dignes successeurs , d'autres officiers du corps non 
moins recommandables, MM. de Ramsaull, le comte de Jaubert, etc. 

Un décret du 12 février 1794 transféra l’école du génie de Mézières à Metz ; 
par un autre décret du 11 mars suivant, une commission a été chargée de préparer 
1 établissement de l’école centrale des travaux publics. Vers le milieu de novembre, 
même année, on ouvrit l'école préparatoire des chefs de brigade, et le 21 mars 
1 79 -* > l’école centrale des travaux publics fut mise en activité, (voyez la Notice 
historique , tome 1 de la Correspondance , page 327 ). Quelques mois après, on chan- 
gea son nom en celui d 'Ecole polytechnique , en lui conservant sa première destina- 
tion , de donner aux élèves des services publies civils et militaires , le premier degre 
d instruction. En i 8 o 3 , un décret a rendu l’école de Metz commune aux élèves de 
1 Ecole polytechnique qui sont admis dans les services militaires de l'artillerie et du 
génie. 
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les écoles normales , les leçons de géométrie descriptive qu’il y a 
données. Ces leçons disséminées dans plusieurs volumes du journal 
de ces écoles, ont été réunies en un seul , et publiées par mes soins 
en «799. Cette première édition fut suivie de plusieurs autres sans 
aucun changement. Cependant la science avait fait quelques pas, 
et en 1812 j’ai publié une édition conforme aux précédentes, avec 
un supplément sur lequel on a fait le a 3 mars de cette année, le rap- 
port à l’Institut, qui est imprimé dans la Correspondance sur l’école 
polytechnique, tome 3 , page a 34 - 

Avant de faire connaître l'objet du second supplément , il était 
nécessaire de rappeler le premier; celui-ci contient une proposition 
remarquable par ses conséquences, que j’ai développée dans un 
ouvrage récemment publié sous le titre d 'Eléments de géométrie h 
trois dimensions. 

La démonstration de cette proposition repose sur la connaissance 
d’une surface dite hyperboloide a une nappe , engendrée par une 
ligne droite mobile qui s’appuie sur trois droites fixes. J’ai fait voir 
que, de quelque manière qu’on lit mouvoir une droite, la surface 
réglée qui en est le lieu , pouvait être touchée suivant cette droite 
considérée dans une position quelconque, par une infinité d’hyper- 
boloïdes à une nappe , ou de paraboloides hyperboliques , qui n’en 
diffèrent que parce que les trois droites directrices de la droite mo- 
bile sont parallèles à un même plan. Pour le démontrer, il suffit de 
considérer que trois droites quelconques de la surface réglée déter- 
minent un hyperboloide à une nappe , et que lorsque ces trois 
droites sont contiguës et infinimeut voisines, l’hyperboloïde devient 
oSculatcur de la surface réglée ; mais s’il n'y a qu’un seul hyperbo- 
loïde osculateur , il est évident qu’il y. a une infinité d’hyperboloïdes 
simplement tangents qui passent tous par deux droites consécutives 
et infiniment voisines de la surface réglée, et par une troisième droite 
prise arbitrairement . en sorte que tous ces hy|>erboloïdes tangents à 
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la mémo surface réglée, sont aussi tangents entre eux. Nous avions 
démontré, dans notre traité des surfaces du second degré, la pro- 
priété de l’hyperboloïde à une nappe de pouvoir être engendré par 
une droite de deux manières différentes, et cette propriété combinée 
avec la précédente, m’a conduit aux propositions suivantes, i° parmi 
tous les plans qui passent par une droite "d’une surface réglée, un 
quelconque est tangent à cette surface en un point de la droite, 
quoiqu'il coupe toutes les autres droites adjacentes; a° l'un quel- 
conque de ces plans étant donné, le point de contact est déterminé 
par la rencontre de la droite qui contient ce point , et de la courbe 
qui est le lieu des points d'intersection des autres droites de la sur- 
face et du plan donné , en sorte que ce plan est à-la-fois tangent et 
sécant; 3° le point de contact étant donné- sur une droite de la 
surface réglée, on détermine le plan qui est tangent à la surface en 
ce point, en substituant à cette surface un hyperboloïde ou un para- 
boloïde tangent suivant la droite donnée. 

Ce qui est remarquable dans ces propositions, c'est quelles ra- 
mènent une construction géométrique qui dépendait.d’une analyse 
transcendante, à la solution d'un problème de géométrie très-simple, 
qui consiste à trouver l’intersection d’une droite et d’un plan. En par- 
tant de ce résultat, je me suis proposé la question suivante : Etant 
donnée une courbe plane ou à double courbure , en relief ou par ses 
projections , lui mener une tangente par un point donné sur ou hors 
la courbe P 

Pour la résoudre, on place la courbe sur deux surfaces réglées 
dont Chacune a pour directrices cette courbe et deux droites prises 
arbitrairement; les plans tangents à ces surfaces, menés par le 
point donné sur la courbe , se coupent suivant la tangente deman- 
dée. Après avoir exposé cette solution avec tous ses développements 
daus les Éléments de géométrie à trois dimensions, et ayant ainsi 
complété la théorie des contacts du premier ordre, j’ai cherché à in- 
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troduire dans la Géométrie descriptive les notions de courbure ou 
de contact du second ordre, qui ont été jusqu’à-présent le domaine 
exclusif de l'analyse appliquée à la Géométrie. 

Je n’aurais pas démontré le théorème d’Euler sur les rayons de 
courbure pour les deux genres de surfaces le plus souvent employées 
dans les arts, savoir les surfaces développables et les surfaces de révo- 
lution, d’autres raisons détermineraient à l’admettre comme une pro- 
position démontrée par l'analyse, pour en déduire les constructions 
relatives aux contacts du second ordre. De même que pour les calculs 
arithmétiques, on apprend l'usage des logarithmes sans qu’il soit 
besoin d’en connaître la théorie, on peut en géométrie, comme en 
mécanique pratique ou en astronomie , admettre un résultat ou une 
formule qui ne serait démontrée que par une analyse transcendante. 
Je ne crois pas qu’on sorte des limites d’un cours de géométrie 
descriptive, eut-il principalement pour objet les applications aux 
arts, en apprenant à se servir d’une formule simple, telle que celle 
d’Euler sur la courbure des surfaces, qui donne pour chaque élé- 
ment d’une surface, la grandeur de la courbure de cet élément, dont 
on connaît déjà la direction par le plan tangent ( voyez cette formule 
dans l’appendice de nos Eléments de géométrie à trois dimensions). 
Mais pour appliquer cette formule à toutes les surfaces dont on 
connaît la génération, ou qui sont définies, il ne suffisait pas de 
connaître la tangente en un point donné d’une ligne de cette surface, 
il fallait encore construire le rayon de courbure et le plan oscula- 
teur de cette ligne au même point. Ayant résolu cette dernière 
question , j’ai pensé qu’un second supplément de la Géométrie 
descriptive était nécessaire, pour faire voir comment les théorèmes 
généraux sur les tangentes et les rayons de courbure, exposés dans 
nos Eléments de géométrie à trois dimensions, s'appliquaient à des 
cas particuliers. En séparant ces applications de la théorie, et suppo- 
sant au lecteur les connaissances pratiques du tracé graphique, on 
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abrège l’explication des figures rapportées à plusieurs plans de pro- 
jection. Cet avantage résulte de la division que j’ai proposée, et qui 
consiste à nommer Géométrie à trois dimensions , l’ensemble des pro- 
positions relatives à l’étendue et à ses formes, et Géométrie descriptive , 
la science qui apprend l'usage de la règle et du compas, pour la 
solution des problèmes de la Géométrie à trois dimensions. 

Je rappellerai ici une observation importante; j'ai fait remarquer 
que toutes les opérations graphiques de la Géométrie descriptive se 
réduisaient à deux seulement, qui consistent à trouver la distance de 
deux points dont on a les deux projections, et à déterminer le point 
de rencontre d’une droite menée par deux points donnés et d’un plan 
qui passe par trois points aussi donnés. (Voyez nos Éléments, pag. io.) 
Ces deux questions étant résolues avec la règle et le compas, toute la 
Géométrie descriptive est ramenée à la Géométrie plane. C’est pour- 
quoi les jeunes gens qui désireront se fortifier sur les éléments de 
géométrie, et ensuite cultiver la Géométrie descriptive, devront d’a- 
bord s’exercer à trouver la solution d’un grand nombre de problèmes 
de la Géométrie plane. C’est ce motif qui m’a déterminé à faire passer 
dans notre langue un livre d'un physicien célèbre, professeur de ma- 
thématiques à l’université d’Edimbourg, M. John Leslie. Ce livre, 
dont il a déjà été fait mention dans l’avant-propos de la partie algé- 
brique de nos Éléments de géométrie à trois dimensions, a pour 
titre: A naiyse géométrique ( i ) . 1 1 forme la seconde partie d’un ouvrage 
anglais (a) imprimé à Edimbourg en 1811. On y a réuni avec beau- 
coup d’ordre et de Clarté les problèmes les plus intéressants de la 



(i) Voyez U note page 10a. 

(*) Eléments of geometrj , geomelrieal ana/jsis, and plane trigonnmetry; — vol. 
in-8°, seconde édition , année 1811 , 5 oo pages. 

On a du même auteur les trois ouvrages suivants : 

t° Géométrie des courbes du second degré, in-8°,y6 pages et 10 planches, 
année i 8 t 3 (écrit en français ). 
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Géométrie élémentaire. J’avais confié la traduction du texte à 
M. Comte ancien élève de l’école polytechnique , qui desirait se faire 
connaître par un travail utile aux études mathématiques ; il a rempli 
cette tâche avec le plus grand zèle. J’ai fait peu de changements à 
la traduction, et ce que j’ai ajouté aux démonstrations de M. Leslie, 
n’a pour objet que d’éviter des reuvois à des ouvrages du même auteur. 

Le texte est accompagné de trois planches relatives aux trois livres 
dont il se compose. Cet ouvrage joint à celui d’Euclide , complète la 
partie de la géométrie qui traite de la ligne droite et du cercle 
considérés sur un plan, et fait connaître la méthode que les anciens 
géomètres ont suivie dans leurs recherches et dans leurs démonstra- 
tions. 

On verra encore une application de cette méthode dans le mémoire 
sur le contact des sphères par Fermât, que j’ai traduit du latin, et 
qui termine les cahiers 7 et 8 du Journal in- 4 ° de l’école polytech- 
nique, ou l’on a réuni les leçons de mathématiques élémentaires, 
données en 1795 aux écoles normales, par deux célèbres géomètres, 
MM. Lagrange et Laplacc. 



3 ° Short account of experiments and instruments tlepcnding on the relations of air 
to heat and Moisture; Edinhurgh , i 8 i 3 . 

3 " An experimental inquiry into the nature and propagation of heat; vol. Ln-8°, 
562 pages, 11 planches; année i8o4- 

C'cst dans ce dernier ouvrage que l’on trouve les belles observations sur le calo- 
rique rayonnant, rapportées par M. Biot dans son traité de physique, tome 4 > 
page 641 - Tout le monde connaît cette curieuse expérience de la formation de 
la glace par une évaporation subite et par labsorption des vapeurs d’un liquide 
à mesure quelles se forment; elle est aussi décrite par M. Biot, tome 1, page 33 a 
de sa physique. Cest à M. Leslie qu’on doit les premières eipériences qui ont fait 
connaître que l'intensité des rayons de chaleur sortis d'un même élément de la sur- 
face d’un corps , varie avec l’angle d’émission , et qu elle est proportionnelle au sinus 
de cet angle. (Voyez^p Théorie physique de la chaleur rayonnante, par 51 . Fourier, 
Annales de chimie et de physique, par MM. Gay-Lussac et Arago; cahier de no- 
vembre 1817, page a 5 ÿ). 
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Des Planches jointes au second supplément de la Géométrie 

descriptive. ' 

Des huit planches jointes au texte de ce second supplément, la 
première contient l'application de la méthode synthétique des tan- 
gentes au cas particulier d’une section conique. Les trois suivantes 
présentent des exemples de plans tangens de la seconde espèce , qui 
sont à-la-fois tangents et sécants des surfaces, lorsque ces surfaces ont 
pour le point de contact , deux rayons de courbure de signes contraires. 

La planche 5 est relative à la discussion des sections d'uu tore, 
dont les plans passent par une normale donnée de ce tore. 

Les planches 6 et 7 font voir l’application du théorème d’Euler à 
la construction géométrique des rayons de courbure et des plans 
osculatcurs de deux courbes à double courbure, l'une qui résulte de 
l’intersection de deux cylindres droits à base circulaire, l’autre qui 
appartient à l'interseétion d’un tore et d’une sphère. Les géomètres re- 
connaîtront dans cette nouvelle application, les avantagesdes construc- 
tions delà Géométrie descriptive, pour la détermination la plus directe 
et probablement la plus simple des quantités qui fixent la courbure 
des lignes et des surfaces. Les formules analytiques qui donnent ces 
quantités sont tellement compliquées, qu’on n’a pas cru jusqu a- 
présent pouvoir en faire usage dans des cas particuliers , autrement 
que par la substitution des nombres aux expressions algébriques. 

La planche 8 extraite de la correspondance sur l’école poly- 
technique , représente les courbes d'intersection de trois surfaces 
annulaires, auxquelles on pourra appliquer pour la recherche des 
rayons de courbure et des plans osculateurs de ces courbes, le même 
mode de construction que pour les lignes des planches 6 et 7. 

Les dessins de ces planches ont été pour la plupart faits par l’un 
de mes parents, M. Toussaint (de Mézières ) , élève distingué de l’é- 
cole polytechnique , qui suit actuellement une exploitation de mines 
de plomb argentifère. 



- -Dig+t!2«449y-tiooglt- 



GÉOMÉTRIE 

DESCRIPTIVE. 



SECOND SUPPLÉMENT. 




Définition des divers modes de projection dont on fait lisage 
dans la Géométrie descriptive. 

..U» mode de projection , quel qu’il soit , a pour objet de déter- 
miner la position respective des points situés dans l'espace. Pour 
le définir, on doit donner la surface sur laquelle on projette chaque 
point de l'espace, et la droite qui projette ce point. Le choix du 
mode de projection est aussi important pour la solution graphique 
des problèmes de géométrie descriptive, que celui du système des 
coordonnées pour la solution des problèmes d’analyse appliquée à 
la Géométrie aux trois dimensions. 

Le mode de projection le plus simple, et dont on fait le plus sou- 
vent usage, se nomme projection orthogonale. 11 consiste à projeter 
les points de l'espace sur un plan, par des droites perpendiculaires à 
ce plan : on nomme les droites par lesquelles on projette les points, 
lignes de projection , et le plan sur lequel on les projette plan de pro- 
II e Suppl. , i 
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jection (E, a)(i). Lorsque les lignes de projection sont obliqnes par 
rapport au plan de projection , on dit que la projection est oblique. 
Si elles concourent vers un point fixe, la projection se nomme per- 
spective linéaire y ou simplement perspective. 

a. En supposant que les lignes de projection soient des parallèles 
ou des droites concourantes vers un point fixe, on peut substituer 
au plan de projection une surface courbe connue et definie, par 
exemple, la sphère. La projection la plus générale d'une ligne quel- 
conque, plane ou a double courbure, dépend de deux surfaces; la 
première ou celle sur laquelle on projette, est la surface de projec- 
tion ; la seconde appartient à une série de droites qui forment une 
surface réglée y dont la nature est déterminée par le inode de projec- 
tion , (E, a4). 

3. Les propositions relatives aux projections orthogonales d'un 
système de points, ou des lignes droites, sont l'objet des articles 
( 6 — 17 ) ou des pages 6 — 9 de nos éléments de géométrie à trois 
dimensions; les propositions suivantes se rapportent aux deux modes 
de projections oblique et perspective. 

Première proposition. Toutes les lignes tracées sur un cylindre 
étant projetées sur un plan ou toute autre surface, par des droites 
parallèles aux arêtes du cylindre, la ligne d’intersection du cylindre 
et de la surface de projection, ainsi que toutes les lignes du cylindre 
projetées sur cette surface , coïncident en totalité ou en partie. 

Deuxième proposition. Toutes les lignes tracées sur un cône étant 
projetées sur un plan ou toute autre surface par des lignes concou- 
rantes vers le sommet du cône, la ligne d’intersection du cône et de 



(i) Ce renvoi signifie : Eléments de Géométrie à trois démentions, «rt. a. 
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la surface de projection , ainsi que toutes les lignes du cône pro- 
jetées , coïncident en totalité' ou en partie. 

4. La combinaison de plusieurs modes de projections conduit 
dans quelques cas particuliers à des solations plus élégantes que 
celle qu’on obtiendrait en n’employant que la projection orthogo- 
nale. En voici quelques exemples: 

Premier exemple. De l'intersection d'un cylindre , et d'une surface 
quelconque définie. 

Les deux surfaces étant coupées par un système de plans pa- 
rallèles, on conçoit que les deux sections faites par l’un de ces 
plans peuvent être projetées sur un plan fixe par des droites paral- 
lèles aux arêtes du cylindre. Dans cette hypothèse, la projection de 
la section du cylindre sera constante, et il pourra arriver qu’elle 
rencontre ou quelle ne rencontre pas la projection de l’autre section 
qui est une ligne de la surface donnée; si elle la rencontre, la pa- 
rallèle et l’arète du cylindre menée par le point de rencontre, cou- 
pera la section plane de la surface en un point qui appartiendra à 
l’intersection de cette surface et du cylindre. 

Toutes les opérations relatives à la projection oblique qui se fait 
par des droites parallèles aux arêtes du cylindre, se réduisent 
aux deux constructions graphiques fondamentales de la géométrie 
descriptive. (Art. 18 , page io des Éléments). 

Deuxième exemple. De l' intersection d’un cône et d’une surface 
de révolution. 

5. Les deux surfaces étant coupées par une série de plans perpen- 
diculaires à l’axe de révolution , on considère la section du cône faite 
par un plan quelconque de cette série, comme la base de ce cône, 
ot on projette sur ce premier plan les sections circulaires de la sur- 
face de révolution , par des lignes concourantes vers le sommet du 

t. 
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cône. Les projections des sections circulaires sont évidemment d’au- 
tres cercles parmi lesquels on distingue ceux qui rencontrent la base 
du cône. Par le point où l’un de ces cercles coupe la base du cône, 
on mène une arête du cône qui rencontre la section circulaire de 
la surface de révolution dont ce cercle est la projection perspective, 
et le point de rencontre appartient à l’intersection de cette surface 
et du cône. 

6. S’il s’agissait de trouver l’intersection d’un cylindre et d'une 
surface de révolution , on substituerait à la projection perspective la 
projection oblique , en prenant pour lignes de projections des droites 
parallèles aux arêtes du cylindre. On trouverait par les mêmes consi- 
dérations l’intersection d’un cône ou d’un cylindre par une surface 
qui aurait pour génératrice une courbe plane de forme constante 
ou variable, dont le plan se mouvrait parallèlement à lui-même. On 
prendrait pour la base du cône la section de ce cône par un plan 
parallèle à celui de la courbe mobile. Dans le cas le plus général 
où la surface serait engendrée par une ligne quelconque variable 
de forme et de position , on couperait cette surface et ce cône par 
une suite déterminée de plans parallèles à un plan fixe pris arbi- 
trairement, et la projection perspective de chaque couple de sections 
déterminerait des points de la ligne d’intersection du cône et de la 
surface. 

§• H- 

Méthode synthétique des tangentes. 

(Voy. l'exposé de cctie méthode , Eléments de Géométrie à trois dimensions , art. 4 > p* 58.) 
Application à une ellipse dont le contour est donné. ( PL i , fig- l'J. 

j. Soit ABCOE le contour donné d’une ellipse, on demande la 
tangente en un point quelconque A de ce contour. 
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Le point A étant donne, les quatre autres points B, C, 0,E sont 
pris arbitrairement sur le contour de l’ellipse. Je suppose qu’on sache 
que cinq points d'une ellipse déterminent cette courbe. Cette propo- 
sition étant admise, il s’ensuit qu’un hyperboloïde à une nappe 
(E,art. a4)i qui est assujéti à passer par cinq points du contour 
d'une ellipse , contient l’ellipse entière. 

Pour appliquer notre méthode'générale (art. 56 — 07 , pag. 58 E) 
à ce cas particulier , nous mènerons par les deux premiers points 
A, B de l’ellipse (Jig . 1 , pl. 1 ) deux droites quelconques D, D', par 
exemple ; l’une D est la verticale ( A , a a! ); l’autre D' est une oblique 
(B B', bb') projetée en bb' (Jig. a) sur un plan de projection XY 
verticale et parallèle à B B' (Jig. 1 ). 

Concevons trois autres droites d,d?,d" qui s'appuient sur les 
deux premières D, D', et qui passent par les trois points C,0, E; 
leurs projections sont respectivement (Jig- 1 et a) (CH A, ch ), 
(OK.A, oA) , (ELA, e/). 

Par l’un de ces trois points, O par exemple, on mène une droite 
D" qui s’appuie sur les deux droites </, d", et a pour projections les 
droites OP, op (Jig. 1 et a); cette droite D" ou (OP, op ) résulte 
de l’intersection des deux plans qui passent par le point O et par les 
droites ( CH A, cA), (ELA, el). 

Les deux systèmes de droites (D, D', D") et ( d , d 1 , d") déter- 
minent les directrices de la droite génératrice de l’hyperboloïde à une 
nappe qui passe par cinq points de l’ellipse donnée, et par consé- 
quent contient l’ellipse entière. D’où il suit que le plan tangent à 
cet hyperboloïde au point A et le plan de l’ellipse se coupent suivant 
une droite A R qui touche l’ellipse en ce point A. 

Le plan tangent au point A de l’hyperboloïde passe par la verticale 
D ou (A, sa'), et par une droite qui s’appuie sur les deux direc- 
trices D' et D" ou ( BB', b b' ) et ( OP, op ) ; la projection AR (Jig. 1 ) 
de cette droite est la tangente demandée. On obtient un point R «le 
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cette tangente par l’intersection des deux droites B' R, PR, respec- 
tivement parallèles à AB et AO. Ces parallèles sont les projections 
horizontales de deux horizontales, intersections d'un plan horizon- 
tal xy ( fig . a ) et des plans conduits par le point A et par les 
droites (BB', bb’), (OP, op ). 

8. On construirait la tangente OQ au point O de l’ellipse , en 
menant un plan horizontal tel que celui dont la trace est xy, (Jig. 
a), qui couperait les deux droites de l’hyperboloïde menées par le 
point O, en deux points dont les projections horizontales sont O' et P. 
La droite OQ parallèle à celle qui joindrait les deux points O' et P, 
serait la tangente demandée. 

q. Dans le cas général , on place la courbe proposée sur une sur- 
face réglée, et on détermine l’hyperboloïdc à une nappe qui est 
tangente à cette surface, suivant une droite menée par un point donné 
sur la courbe. Mais dans ce cas particulier où la courbe proposée est 
du second degré, il y a une infinité d’hyperboloïdcs réglés qui peuvent 
la contenir, et pour obtenir l’un de ces hyperboloïdes , on a pris sur 
l’ellipse cinq points dont un est le point pour lequel on demande 
la tangente. On a mené par deux des cinq points deux droites 
quelconques, et par les trois autres points trois droites qui s’appuient 
sur les deux premières. Ces trois dernières droites sont les direc- 
trices de la droite mobile , génératrice de l’hyperboloïdc à uue nappe 
dont le plan tangent en un point donné de f ellipse , contient la tan- 
gente à l’ellipse qui passe par le même point. 

§. III. 

Du plan tangent de la seconde espèce, f PI. i, 2,3). 

(' r oy. la définition de ce plan , Eléments de Géométrie a trois dimensions , art. 3ç, pag. 4o)- 

10 . Premier exemple. Hyperboloïde de révolution, (fig. i eti,pl. 2 J. 
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Soit (A, aa! ) Taxe de révolution; ( CBD, cbd 1 ) ou ( C'B'D', é bd ) 
la droite génératrice de l’hyperboloïde ; ( FBE ,fbe ) étant le plus 
petit cercle de cette surface, AC ou AD est le rayon d’un cercle 
plus grand , dont le plan est îi la distance a b ou al b f fig. 2 J du 
plan eb/àxx petit cercle. 

Soit (G) le point ( G, g) de l’hypcrboloïde; ( GD, gd et ( GH, 
gh ) les droites de cette surface qui se croisent au point (G), et 
dont les projections horizontales GD,GH touchent le petit cercle 
de gorge EFB ( voyez 1 fr supplément art. page 65 ), aux points 
B et M. Ces droites coupent le plan horizontal (Jîg- 1 ) aux points 
D,H du cercle CHD; d’où il suit que la trace horizontale du plan 
tangent au point ( G, g ) est la droite DH. Cette droite est par con- 
structiôn perpendiculaire au rayon AG; d’où il suitque le plan tangent 
est perpendiculaire au plan méridien AG qui passe par le point 
( G, g ); ce qui doit avoir lieu, puisque la surface est de révolution 
( Eléments art. 6 1 , page 63 ). 

L’horizontale ( GI ,gi) coupe le plan vertical ( fig. 2 J au point i; 
la droite DH le coupe au point K de la droite cd; les deux points 
k, i ( fig. 2 J déterminent la trace ki du plan tangent ( DH ki ) sur 
le plan vertical cd. 

il. La verticale ( G, g g 1 ) coupc l’hyperboloïde en deux points (G, g-) 
et ( G, g 1 ) à égale distance du plan ef du petit cercle de gorge. Les 
plans tangents en ces deux points passent par la corde ( BM, be ) du 
petit cercle EBF, parallèle à la corde DH du cercle CDH; or cette 
première corde coupe le plan vertical de au point //donc la droite 
ki prolongée passe par ce point l. Mais l’horizontale ( G I, g 1 1 ) coupe 
le plan vertical au point 1 ; donc la droite i' /, menée par les points 
i' et /, est la trace verticale du plan tangent à l’hyperboloïde au 
point ( G, g 1 ) qui a même projection horizontale G , que le point 
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( G , g ). Les deux traces /*’, l! [fig- 2 ) font le même angle avec l'ho- 
rizontale «y, projection verticale du petit cercle de gorge. 

ia Les deux droites de l’hyperboloïde qui passent par le point 
(G ,g) coupent le plan horizontal aux points D et H, et la trace ho- 
rizontale ( fig . i ) du plan tangent en ce point est la droite DH'. Les 
deux droites de l’hyperboloïde qui passent par le point ( G, g’ ) 
coupent le plan horizontal aux points C et H' , et la trace horizontale 
du plan tangent en ce point est la droite CH'. Cette dernière droite 
prolongée, couperait la droite cd , intersection des plans ( fig. i 
et a), en un point k ', qui serait sur le prolongement de la trace 
verticale IC. 

1 3 . On a démontré dans le premier supplément de la Géométrie 
descriptive (art. 77 et 79, pages 67 et 69 ) : 

i° Que la section méridienne XY {fig. 1 ) est une hyperbole yfy* 
{fig. 2 ) qui a pour asymptotes, les projections ( bd\hc\fig. 2) des 
droites génératrices de l’hyperboloïde , qui sont situées dans le plan 
CBD parallèles à celui du méridien XY; 

2 0 Que le plan tangent au point B du cercle de gorge B B' EF 
{fig.i ), passe par les asymptotes (CBD, bd'), (CBD,ic'), {fig. 
1 et 2 ) : 

D’où il suit que les deux plans normaux qui passent par la nor- 
male de l’hyperboloïde au même point B, et par les asymptotes 
de l’hyperbole méridienne dont le plan est perpendiculaire à la nor- 
male, coupent l’hyperboloïde suivant deux droites. 

1 4. Second exemple. Hyperboloïdc à une nappe,/;/. 3 . Les sec- 
tions circulaires ef, cd ( pl. 1) de l’hyperboloïde de révolution de- 
viennent sur l’hyperboloïde à une nappe ( pl. 3 ) des ellipses sembla- 
bles et semblablement placées BEFB', CDC'D' ( fig. 1 ,pl. 3 J qui sç 
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projettent en ef cd f fig. a J. Les tangentes à l’ellipse BEFB' sont 
les projections des droites de l’hyperboloïde à une nappe. (Voy. Traité 
des surfaces du second degré, page ai i , art. i3o). Le plan tangent 
en un point quelconque (G,# ou g 7 ) de cette surface est déterminé 
par les deux droites qui se croisent en ce point (E. art. 3g), et 
tout ce qu’on a dit précédemment sur le plan tangent à l’hyperbo- 
ioïde de révolution , s’applique également à l’hyperboloïde à une 
nappe. On a marqué des mêmes lettres les points analogues de ces 
deux surfaces , afin que l’explication précédente soit la même pour 
les deux planches a et 3. Néanmoins il faut distinguer dans cette 
explication ce qui est particulier à l’hyperboloïde de révolution. Ainsi 
la droite (A, a a' ) pl. 3, n’est pas un axe de révolution, mais un 
axe principal de l’hyperboloïde à une nappe. On observera que 
la droite AG f fig. i pl. 3 ) n’est pas perpendiculaire à la trace DH, 
comme dans la fig. i f pl. a J. 

i5. Nous ferons remarquer que les deux demi-ellipses XZY, XZ'Y 
(fi g • i, pl. 3) sont divisées dails le même nombre d’arcs par les pro- 
jections horizontales des droites de l’hyperboloïde ; que deux quel- 
conques de ces arcs à égale distance du grand axe X Y, sont égaux ; 
enfin que la projection horizontale d’une droite quelconque de l’hy- 
perboloîde passe toujours par deux points de division de l’ellipse 
XYZZ'. Pour trouver le mode de division de cette ellipse, qui sa- 
tisfait à ces conditions de symétrie, on considère un autre hy- 
pcrboloïde engendré par une droite qui aurait pour directrices 
deux cercles égaux et parallèles (i) dont les projections ortho- 



(,) Pl. 3 . Nous avons démontré, dans nos éléments de Géométrie à trois 

dimensions , partie algébrique ( pag. 197 ) , que les surfaces du second degré peuvent 
être engendrées de deux manières différentes par un cercle variable de rayon, dont 
le centre décrit un diamètre de 1a surface, et dont le plan reste constamment pa- 
rallèle à lui-même. L'une de ces surfaces, lliyperboloide à une nappe, peut aussi 
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gonales sur le plan de la ligure i planche 3, seraient les ellipses 
( X Y Z, xy ) et ( X Y Z, x’y J ). Ces cercles ont pour diamètres les 
droites ( X Y, xy ) , et ( X Y, x'y* ). Les ellipses X Y Z , B B' E F étant 
semblables et semblablement placées , on aura l'inclinaison des 
plans des cercles par rapport à celui de l'ellipse B B' EF, en dé- 
crivant du point A comme centre avec AE pour rayon, un arc EP 
qui coupe la droite BP perpendiculaire à AB au point P. L’angle 
BAP mesure l’inclinaison des plans de l’ellipse XYZ et du plan du 
cercle qui se projette orthogonalemcnt ( fig. i ) suivant cette ellipse. 
En supposant ce cercle et l’ellipse XYZ sur le même plan, on di- 
visera le cercle à partir du point X marqué zéro en parties égalés. 
On divisera aussi le cercle égal et parallèle qui a pour diamètre la 
droite ( XY, x'y 1 ) dans le même nombre de parties égales, et on re- 
gardera un point quelconque H' de division , comme l’origine de la 
division marquée du chiffre zéro. — La droite menée par les points 
X et H' marqués du même chiffre zéro sur les deux cercles, sera une 
droite de l’hyperboloïde. On aura toutes les droites de cet hyper- 
boloïde, qui , sont, comprises entre les mêmes cercles et de même 
longueur, en joignant les points de division consécutifs marqués des 



cire engendrée par une droite mobile qui s'appuie sur trois lignes quelconques, et 
par conséquent sur trois cercles de cet hypcrboloïdc. Si l'on suppose que l'un de 
ces trois cercles est divisé en parties égales, la droite mobile divisera tous les autres 
cercles de la surface parallèles à celui-là dans le même nombre de parties égales j 
d'où il suit que deux cercles et une droite déterminent l'hyperboloïde qui passe par 
trois cercles donnés dans des plans parallèles. 

Le plan de la Jig. S,pt. i est parallèle à deux cercles égaux qu'on a pris pour 
directrices de la droite génératrice d'un hvperboloïde. Ayant divise ces deux cercles 
en parties égales, on fixe la première position de la droite génératrice , en l’assu- 
jétissanl à passer par deux points de division , tels que la droite qui joint ces deux 
points ne soit pas dans le plan des centres des deux cercles. A partir de ces deux 
points , les arcs de cercles interceptés par la droite mobile dan» une position quel- 
conque , sont égaux. Les projections de celte droite sur le plan de la /èg. 3 , p/. i, 
sont tangentes à une hyperbole. 
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mêmes chiffres. Mais on peut mener du point X aux points H', H" 
du cercle ( X Y, x'y 1 ),deux droites XH', XH"; on pourra donc en- 
gendrer le second hyperboloïde de deux manières, en prenant le 
point H' ou le point H" pour le zéro de la division du second cercle ; 
alors chaque point de ce cercle sera marqué de deux chiffres corres- 
pondants aux deux modes de génération de l’hyperboloïde. 

Les deux cercles des diamètres ( XY, xy ), ( XY, x' y* ) du second 
hyperboloïde se projettent ( Jig. i , pl. 3 ) suivant la même ellipse 
X Y Z ; donc les droites de cette surface qui se croisent aux points de 
division des deux cercles , se projettent Jig. i suivant des droites qui 
se croisent aux pointsde l’ellipse XYZ. Mais les projections_/?g. i des 
points des cercles tels que H', H", sont sur des droites perpendiculaires 
à l’axe X Y ; donc si à partir du point X,on a divisé le cercle X YH'H" 
en parties égales, les perpendiculaires abaissées de ces points de di- 
vision sur le diamètre X Y diviseront l’ellipse XYZ en parties iné- 
gales, et comme les droites de l’hyperboloïde, dans les deux systèmes 
de génération, passent par les mêmes poinU de division des deux 
cercles des diamètres (X Y, xy), (X Y, x! y J Mu projection horizon- 
tale de l’une quelconque de ces droites passera par deux points de 
division de l’ellipse. 

Troisième exemple. — Plan tangent au tore. (Pl. 

(Voyei les Eléments de Géométrie à trois dimensions , arl. 3g , pay. 4o )• 



iG. Soit (A ,aa'),fig. i et a, pl. 4, l’axe de révolution d’une sur- 
face annulaire ou d’un tore qui a pour génératrice le cercle (Ë F, 
ef dd’ ) I.a perpendiculaire abaissée du centre c de ce cercle (Jig. a) 
sur l’axe a a', rencontre la surface du tore aux points (F,/ - ), (E,c)^ 
et les plans tangents au tore menés par ces points sont de deux 
espèces. Le premier mené par le point (F, y) n’a de commun avec 
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la surface que ce point de contact. Le second mené par le point 
(E, e) le plus voisin de l'axe de révolution, coupe le tore; et, si l’on 
suppose que ce plan tourne autour de l’horizontale ( G H , e) pour s’a- 
battre sur le plan horizontal , la section du tore Jig. 3, sera la courbe 
en huit (8), G K EL' H K' EL G dont les plus grandes ordonnées ver- 
ticales K I, K' l'égales à cd ou cd', correspondent aux abscisses égales 
El, El' demi-cordes du cercle décrit du point A comme centre avec 
AD pour rayon. 

i n. Sur eb Jig. a ) comme demi-axe transversal, construisons une 
hyperbole men qui ait son sommetau pointe, et dont le rayon de cour- 
bure en ce point soit égal au rayon ce du cercle générateur du tore. On 
a (art. iode l’Appendice de nos Eléments, pag.ia^)ee= a - étant 
le demi-grand axe conjugué à l’axe transversal; ce qui donne a* 
= V'be Xff, c’est-à-dire que x est une moyenne proportionnelle 
entre les deux lignes be et ce. 

Ayant mené les asymptotes bp, bp' de l’hyperbole osculatrice du 
cercle cdd .' , la droit®(BP, bp) ou (BP, bp') dont la projection 
horizontale B P(/7g\i) parallèle à la droite bc (Jig. a), est une tangente 
au cercle décrit du point A comme centre avec AB pour rayon, en- 
gendre' en tournant autour de l’axe de révolution (A ,aa'), un hy- 
perboloïde osculateur du tore en un point quelconque ( E, e) du 
cercle, qui est du rayon eb-, or le plan tangent au tore au point 
(E,e) coupe cet hyperboloïde suivant deux droites ER, ER' (Jig. 
3) qu’on obtient, art. i3, en prenant P R = PR'= ep — ep ' ; donc 
ces deux droites tangentes au point E de la section du tore et du 
plan tangent, en sont aussi osculatrices , c’est-à-dire que les rayons 
de courbure des deux branches de cette courbe qui se croisent au 
point E, sont pour ce point d’une longueur infinie. On déduit de 
la considération des sections normales, une autre construction des 
deux tangentes au point double E de la section du tore par le plan 
tangent au même point. 
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18 Le plan tangent (Jig- 3, fil. 4 ) an point E contient les traces 
E A , ER' des deux sections normales l’une du rayon ec=r et l’autre 
d’un rayon infini; or l’angle de ces deux droites est égal à l’angle de 
ces deux sections ; donc la tangente de cet angle est ( art. 4 de l’ap- 
pendice la lettre R représentant la droite be (Jig. a). 

Prenant pour unité la portion op de la droite (Jig. a) comprise 
entre deux parallèles quelconques c*, ep, on a à cause de be = R, 
ec = r,*p=i, 

/•:R:: i:ip = 5. 

r r 

Ayant décrit sur b a. comme diamètre, un demi-cercle, l’ordonnée 
P y de ce cercle est égale à Construisant (Jig . 3) le triangle rec- 

tangle E p' y* avec les deux côtés E p', p' y' égaux respectivement aux 
droites « p, pyC fië' 2 )i l’angle p'Ey' est égal à l’angle A ER' complé- 
ment de l’angle PER' qu’on a trouvé (article précédent) par la con- 
sidération de l’hyperboloïde de révolution osculateur du tore au 
point E. 

iq, On voit par ce dernier exemple, que pour apprendre com- 
ment un plan tangent de la seconde espèce touche une surface, il 
est nécessaire de connaître la forme des sections normales qui passent 
par le point de contact, de distinguer les deux séries de sections 
dont les courbures sont en sens contraire par rapport au plan tan- 
gent, et de déterminer la section qui se trouve au passage de l’une 
des séries à l’autre. Nous reviendrons dans le paragraphe ( §. V ) 
sur la discussion des sections normales d’un tore , qui passent par 
les mêmes points e,y de la normale abaissée du centre du cercle 
générateur efdd' sur l’axe de révolution. Pour éviter les répétitions: 
les points des ligures i et 2, planche 4, rapportés figures i et a de 
la planche suivante 5 , y seront marqués des mêmes lettres. 
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§. IV. -PI. 

Construction géométrique du rayon de courbure d'une ellipse 
en un point donné de cette ellipse. Fig. 4 , 5,6. 

( Voyez l ’ Apftendke de nos Elémenfi , art. 8, pag. u3). 

20 . Soient AB, CD (fi g- 4, 5, G, pl. i. ) les diamètres conjugues 
d’une ellipse; on demande le rayon de courbure au point A extré- 
mité du diamètre AB. 

Pour résoudre cette question, nous considérerons l'ellipse proposée 
ABCD ( flg . 4 ) comme une section normale d’un cylindre à base 
circulaire, et nous déterminerons la droite génératrice de ce cylindre. 

Ayant mené par le point A ( fig . 4 , />/. i ) la tangente EAF pa- 
rallèle au diamètre CD, et la normale AGA', on décrira (fig. 5) du 
point G de cette normale comme centre, un cercle d'un diamètre 
AA' égal à CD, tangent à l’ellipse au point A. 

Considérant le plan de la fig. 5 comme horizontal, soit X a Y la 
trace du plan vertical de projection (fig. G ) perpendiculaire à la tan- 
gente EAF de l’ellipse et du cercle, dont les diamètres parallèles CD, 
E' F' sont égaux. Construisons (fig. 6 ) le triangle rectangle ngq 
dans lequel on a : 

ag= AG (fig. 5 ) =OC (fig. 4), <7<7=eOP (fig. 4), 

OP étant la perpendiculaire abaissée du rentre O de l’ellipse sur la 
tangente EAF; l’angle gaq de ce triangle mesure l’angle qwe les 
plans du cercle et de l’ellipse doivent faire entre en.t,pour que ces 
deux lignes soient sur le' même cylindre. En effet concevons un cy- 
lindre dont les arêtes soient parallèles à la droite (G Q,gq) qui 
joint les centres O et G,/ig. 4 et 5 de l’ellipse et du cercle, et dont 
la base est le cercle du rayon A G. 
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Les glatis tangents à ce cylindre menés par les points E',F' extré- 
mités du diamètre E'F' parallèle à CD, seront coupés par le plan 
de l’ellipse ( fig . 4 ) suivant deux droites EC,FD parallèles au dia- 
mètre AB, puisque ces plans seront parallèles à celui qui passe par 
les droites A G et ( G Q, gq ) , dont la trace {fig- 4 ) est le diamètre A B. 

Les plans tangents au cylindre menés par les points A, A' extré- 
mités du diamètre A, A' sont évidemment coupés par ce plan de l’el- 
lipse {fig- 4 ) suivant deux parallèles EAF, tB?; d’où il suit que le 
plan dont les traces sont {fig . 5 et 6 ) E A F et coupe le cylindre 
suivant l’ellipse A B CD, qui a pour diamètres conjugués les droites 
A B, CD. Le plan tangent au cylindre au point A, qui a pour traces 
( fig. 5 et 6 ) la tangente EAP et la droite an parallèle à gq, est 
perpendiculaire à la droite aq , trace fig. 4 du plan de l’ellipse 
A B C D ; donc le plan de cette ellipse est normal au cylindre au point 
A, puisqu’il passe par la normale à ce cylindre ( AG, aq ). 

Cela posé, la section normale ABCD du cylindre, et la section 
circulaire oblique A E'F' A' ayant une tangente commune au point A, 
les rayons de courbure de ces deux sections sont ( Théorème de 
Meusnier, E.art. nq.) sur une perpendiculaire à la section oblique; or 
cette perpendiculaire est la droite polaire (G ,gk) du cercle AE'F'A' 
{fig. 5), et cette droite coupe le plan de l’ellipse fig. 4 au point 
K tel que AK = «£; donc le point K {fig. 4) est le centre de cour- 
bure de l’ellipse ABCD au point A extrémité du diamètre AB de 
cette ellipse. 

ai. Cette construction donne l’expression du rayon de courbure 
AK de l’ellipse, au moyen du diamètre CD purallèle à la tangente 
EAF et de la perpendiculaire AL=OP abaissée du point de contact 
A sur ce diamètre. En eft’et, on a dans le triangle rectangle agq 
{fig. 6 ), ag— OC=OD; oç = AL = OP, et en comparant les deux 
triungles rectangles agq,agk qui ont un côté commun ag , l’hypo- 
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tbénuse ak du second triangle = i£l = 2£1; valeur connue du rayon 

fl ^ AL * 

de courbure AK fig. !\=.ak^fig. 6. 

On a supposé que la perpendiculaire OP (fig. 4- ) abaissée du 
centre O sur la tangente EAF, était plus petite que le demi-dia- 
mètre OC parallèle à cette tangente, puisqu'on l’a regardée ( fi g. 6 ) 
comme le côté aq d'un triangle rectangle qui a pour livpothénuse 
une droite ag-=OC; si elle était plus grande, on trouverait le rayon 
de courbure AK, en modifiant la solution précédente de la manière 
suivante. 

Construction du rayon d'une ellipse , à V extrémité cT un diamètre dont 
le conjugué est plus petit que le double de la perpendiculaire abais- 
sée du centre de l’ellipse sur la tangente parallèle à ce diamètre 
conjugué. ( Fig. 4', 5', G', pl. i ). 



22 . Considérons l’ellipse proposée A B C D (fi g. 4') comme la section 
normale d’un cylindre qui a pour base une seconde ellipse E'AF' 
( Jig. 5' ) dont le petit axe principal E'F' est égal au petit diamètre CD 
de la première , et qui a pour demi-grand axe principal une droite 
AG 1 plus longue que la perpendiculaire AL abaissée de l’extrémité A 
du diamètre AB conjugué à CD, sur ce diamètre CD. le point A 
(fig. 4' ) étant le sommet de cette seconde ellipse, on a vu ( Appendice 
E ,art. S, page 123) que son rayon de courbure AG en ce point, est 

ou 2ü. 

AG' AG' 

Ayant abaissé du centre O de l’ellipse fig. l\ 'la perpendiculaire 
OP sur la tangente EAF - , on construit (fig. G') le triangle ag’q 
avec l’hypothénuse a g 1 — AG', et le côté aq = OP = AL. L’angle 
g 1 aq de ce triangle est, d’après ce qu’on a dit article précédent, l’in- 
clinaison des plans des deux ellipses situées sur le cylindre dont les 
arêtes sont parallèles à la droite qui joint les centres G', O de ces 
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deux ellipses , droite 'qui a pour projections G' Q , g? q ( fig. 5', 6 ' ). 
Le plan de l’ellipse {/ Fg . l\ ) étant normale au cylindre, les centres 
de courbure des deux ellipses ( fig . 4\ 5* ) sont sur une perpendicu- 
laire ( G, gk ) au plan de la seconde ellipse fig. 5'. Cette perpendi- 
culaire rencontre le plan fig. 4' a * 1 point K, et donne pour le rayon 
de courbure au point A dç l’ellipse ABCD, une droite AK fig. 4 r 
égalé à ak., {fig. 6 ). 



a3. Comparant les deux triangles a g y , agk {fig. 6 ), on a la pror 
portion : 

aq : ag 1 : : ag'.ak , ou, OP= AL : AG' : : AG : ak= AK. 
à cause de A G=^-^- AL:AG':: E y, : AK=^-H ~ — } 

Au Ai» AL AL 

expression de même forme que celle de l’article précédent. 



§• V. 



Construction des sections normales dun tore , et des rayons 
de courbure de ces sections. PI. 4 et 5. 



a4 Soient fig. i et 2,pl. 5, les points et les lignes d’un tore, mar- 
qués des mêmes lettres que sur les figures i et 2 de la planche 4 ■» 
( art. 18 ). 

Considérons les quatre sections de ce tore, dont les plans passent 
par la normale bef{fig. a., pi- 5), et par les droites êH, />K, b L, b M, 
{fig. 3 ) situées dans un plan mené perpendiculairement à la nor- 
male bf. Ces plans font avec celui du petit cercle dd'ef du tore, des 
angles respectivement égaux à ceux-ci : a'&H, a' b K , a' b L, a'AM. 
En supposant qu’ils aient tourné autour de la normale bf ( fig. a ) 
transportée en AF {fig. x ), les quatre sections normales sont repré- 
sentées sur le plan de cette figure i , dans leur véritable grandeur , et 
II' Suppl. 3 
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chacune est marquée d’uu trait particulier qui est le même que celui 
de sa projection sur le plan de la figure 3. 

Tous les rayons de courbure des sections normales qui se croisent 
au point ( F sont dirigés du même côté, et leurs valeurs crois- 
santes depuis cf(fig. a) jusqua bf, ne passent pas par l'infini. 11 
n’en est pas de même des sections normales qui se croisent au point 
( E, e ) ,_/%•. i et 2 . Les rayons de courbure pour ce point ne sont pas 
dans le même sens ; il y a une section normale dont le rayon de cour- 
bure est infini, et qui sépare les deux séries de sections, les unes 
convexes, les autres concaves vers l’axe de révolution du tore. 

Après avoir construit par la méthode connue, les lignes d'inter- 
section du tore par les plans f b h , fb m , J! g. a et 3,/>i 5, ces lignes 
dans leur véritable grandeur deviennent ( F R ES, F'R'E'S' ) {fig- i ), 
et ( F(i F>', E* E'*' ); chacune d'elles est formée de deux branches 
séparées. 

a5. Les rayons de courbure de toutes les sections normales qui 
passent par le point (F, y) du tore, sont (appendice E,art. 3, p. 1 15) 
les rayons vecteurs d’une ellipse qui a pour grand axe la somme 
des deux rayons de courbure principaux fc, fb {J îgure a); soit 
yH' K' L' M(/ cette ellipse construite fig. 4, pi- 4 et 5 (voyez le côté 
droit de la planche 4)î la droite ff en est le grand axe; le point c 
en est le foyer, et les deux parties cf, cf du grand axe sont égales 
aux rayons de courbure principaux cf, bf , {fig. a, pl. 5) au point 
(F,y) du tore. 

Ayant décrit du point b comme centre {fig- 3, pl. 5), avec un 
rayon quelconque Ai, le cercle ihklrn, et du point c comme centre 
{fig. 4? planche 4 et 5) avec le même rayon ,1e cercle ! h! V tm\ on 
prendra des arcs F h', h'k', f/V, Fm ' doubles des arcs ih, hk,kl, lm 
{fig- 3 pl. 5), et les rayons vecteurs cH\ eM 1 {fig- 4i pl- 4 et 5) 
seront les rayons de courbure des sections normales FRE, FjiP fi 
( fig • i, pî. 5) au point F de ces lignes. 
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26. La section normale fb L {fig- 2 et 3 , pl. 5 ) est remarquable 
par cette circonstance que son plan est à-la-fois normal et tangent 
au tore. Il est normal au pointé puisqu’il passe par la normale bj 
{fi g- 2, pl. 5 ) et il est tangent au point V [fig. 3 ), parce qu’il con- 
tient la tangente bV {fig. 3 ) du cercle générateur du tore dont le 
rayon cf\ est égal à cf, {fig- 2 ) Cette section, dans son plan, a 
pour contour la courbe FOE'O'EOF {fig. 1) qui a deux points 
doubles 0 , 0 '. On obtient ces points sur la droite AX Y perpendicu- 
laire à AF, en prenant 

A O = A O' {fig. 1) = b V {fig. 3 ). 

Les tangentes au point O (/?#•. 1) se construisent (art. 17, i8)comme les 
tangentes ER, ER' {fig. 3 , pl. 4 ) du point double E. Les rayons de 
courbure principaux au point V ou V' ( fig. 3 , pl. 5 ) e'tant c' V' et V' u , 
soit {fig. 2) ce—c? V'; cy =V'w. Ayant mené deux parallèles quel- 
conques ci, ep qui coupent aux points «, p la droite y a perpendi- 
culaire à ey, on décrira sur a y comme diamètre un demi-cercle, et 
l’ordonnée pS de ce cercle sera \/ lL=y / £^,en supposant «p=i. 
Donc si l’on construit {fig. 1 ) les deux triangles rectangles O p' 8', 
Op'8" égaux au triangle «pî {fig. 2), les deux hypothénuses O J'. 
08 " seront (art. 18), les tangentes au point double O. 

27. Des trois sections normales du tore que nous venons d’exa- 
miner, et qui se croisent aux points E et F de ce tore, la première 
FRES {fig. 1) est convexe en E vers l’axe de révolution, et les deux 
autres sont concaves vers cet axe. Le rayon de courbure de la pre- 
mière est dirigé de E en F, et les rayons de courbure des deux 
autres sont dirigés en sens contraire de E vers A. Pour trouver la 
section normale intermédiaire, dont le rayon de courbure est infini 
au point E , il faut remarquer que l’hyperbolofdc osculateur du tore 
est le même pour tons les points du petit cercle du rayonAE ou AB; or 
si l’on conçoit riiy|jerboloide osculateur au point (B , b), {fig. 1 et 2), 

3 . 
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et les deux plans normaux au même point, qui coupent cet liyperbo 
loide en lignes droites, a' bp ( fig . a) est (art. i3) l'angle que le plan 
du petit cercle générateur du tore fait avec l’un de ces plans normaux ; 
donc la droite ôK {fig. 3)' qui fait avec la droite a' b un angle a' 4 K 
= a?bp, détermine la section normale fb K {fi g- a et 3) composée 
de deux branches FTEV, F'T'E' V' {fi g. î), telles que les rayons 
de courbure en E et E' sont infinis. 

Puisque le plan tangent au tore au point E contient les tangentes 
de toutes les sections normales qui passent par ce point, la posi- 
tion de la section normale d’un rayon de courbure infini pour le 
même point, indique de quel côté du plan tangent, les sections nor- 
males adjacentes sont touchées par ce plan. 

28 . Nous avons construit l’ellipse {fig. 4 , pI 4 et 5 ) qui donne les 
rayons de courbure des sections dont les plans passent par la nor- 
male FA y fb {fig. 1 et 2 , pl. 5) et qui se croiseut au point (F, y). 
Ces mêmes sections se croisent au point (E,e), et les rayons de 
courbure pour ce point sont les rayons vecteurs d’un hyperbole qui 
a pour axe transversal la droite cc' {fig. 5, pl. 4et5), différence des 
droites fc\fc égales aux rayons de courbure principaux eô, ec {fig. 
2 , pl. 5 ) au point E du tore. Les rayons de courbure des sections 
normales comprises dans l’angle jôK {fig. 3, pl. 5) sont donnés par 
la branche d’hyperbole cH' {fig. 5, pl. 5 ) comprise entre l’axe b'f 
et l’asymptote b'p. Les rayons de courbure des sections normales 
comprises dans l’angle Kôc' {fig. 3,pl. 5) sont les rayons de cour- 
bure de la branche d’hyperbole c'L' {fig 5,pl. 4 et 5) comprise 
entre l’asymptote b' % et l’axe transversal b’c’f. 

29 . Les rayons de courbure principaux en un point quelconque 
du tore pour lequel le plan tangent est de la seconde espèce , déter- 
minent l’hyperbole dont les rayons vecteurs sont les rayons de cour- 
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bures des sections normales qui passent par le même point , et par 
conséquent les asymptotes de cet hyperbole ; d'où l’on déduit une 
troisième manière (voyez art. 17 et 18 ) de construire l’angle a! b K. 
(J Ig . 3 , pl. 5 ), ou a'bp,fig. 2, puisqu’il est égal à la moitié de 
l'angle connu f b' p {fi g. 5 , pl. 4 et 5 ), de l’axe transversal b' /' et 
de l'asymptote b' p de l'hyperbole H'cc'L'. 

§• VI. 

Construction des plans oscillateurs et des rayons de courbure 
des courbes a double courbure. Pl. 6 , 7 , 8. 

Premier exemple. — Courbe à double courbure, résultant de l’inter- 
section de deux cylindres droits à base circulaire. PI. G ,fig ■ 1 — 5 .. 

3 o. On a déjà construit l’intersection de trois cylindres droits à 
base circulaire pour déterminer la position d’un point dont on 
connaît les distances à trois droites ( voy. le premier supplément à la 
Géométrie descriptive , pag. 109, art. ia 5 , et la planche (B) de ce sup- 
plément).- Ayant extrait de cette planche (B) la projection horizontale 
de l’intersection des deux cylindres désignés par les lettres (A) et (B) , 
proposons-nous de construire le plan osculateur et le rayon de cour- 
bure pour un point de cette intersection , par exemple , celui dont 
la projection horizontale est M, (pl. G ,fig. 1). 

Les axes des deux cylindres coupent le plan horizontal aux points 
A et B ( pl. 6 ,fig. 1 ), et ont pour projections sur ce plan les droites 
A «, B b. Les traces des cylindres sur ce même plan étant les ellipses 
CG F,C'G' F', dont les petits axes CG, C’ G' sont égaux aux diamètres 
des cercles bases des cylindres, on a deux triangles rectangles F AH, 
F' B H' dont les côtés AH, B H' respectivement égaux aux droites AC, 
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BC', sont opposes aux angles HFA, H'F'B que les arêtes des cy- 
lindres font avec le plan horizontal. Le point donné M est l’intersec- 
tion de deux droites MN, M N 1 projection de deux arêtes des cylindres 
qui coupent le plan horizontal , l’une en N , et l’autre en N'. 

• Les tangentes NO, N' O aux points N, N' des ellipses se coupent 
en un point O par lequel passe la tangente MO à la courbe MD K 
projection de la ligne d’intersection des deux cylindres. Désignant 
par (M) le point de cette ligne dont M est la projection sur le plan 
horizontal, et par (OM) la tangente au point (M) dont OM est la 
projection sur le même plan, nous allons d’abord construire le rayon 
de courbure p de la section normale du cylindre (B) dont le plan 

passe par la tangente (OM). Dans la formule p = ,a ( ï ue nous 

avons démontrée (appendice E, art. 6, pag. 120), r est le rayon du 
cercle base du cylindre, et A est l’angle que fait la tangente à ce 
cercle avec la tangente (OM) à la courbe d’intersection des deux 
cylindres. Connaissant cet angle dont le sommet est au point (M), 
on aura la valeur de p. 

• Le point (M) est le sommet de l’angle droit de deux triangles rect- 
angles MN'm, ML'm'; le premier semblable au triangle B F' H' a 
pour côté une droite Mm égale à la distance du point (M) au-dessus 
du plan horizontal ; le second a pour côtés adjacents à l’angle droit 
la droite Mm'=Mm,et la perpendiculaire ML' abaissée du point M 
sur la trace OL'N' du plan qui touche le cylindre (B) au point (M): 
faisant tourner ce plan tangent autour de sa trace horizontale ON' 
comme charnière, pour l’abattre sur le plan horizontal, l’arête du 
cylindre (B) qui passe par le point (M), et la tangente (OM) y de- 
viennent N' P' et OP' T'. Elevant la perpendiculaire 1 V S' à P' N*, on 
a S' P' T' pour l’angle A. Doublant cet angle, on a le cosinus de 2 A , 

et par conséquent la valeur ^ — du rayon de courbure p. 

On a construit à part cette valeur, en prenant {fig. 2) : ad= 1, 



GEOMETRIE DESCRIPTIVE. 23 

l'arc j'/ 1 du rayon ad égal au double de l’are S' P' T' (Jig. i)',bd ( fig . a) 
=cos. (a S’ P' T'); bc {fig. a)=C'G' (fig.i). 

Cette construction donne la proportion : 
ad dù:bc:.ad:de , ou i cos. aA:a r;: i:de= t 
Portant ce rayon de courbure de {fig. a ) sur la droite m! e' (Jig. 3 ) 
perpendiculaire à l’hypothénuse L' m' du triangle rectangle M L' m' 
( fig. 3 ), le point d sera, dans le plan vertical de ce triangle, le centre 
de courbure de la section normale du rayon p dont le pian passe 
par la tangente (MO), et l’extrémité 9' de la verticale d J sera la 
projection horizontale du centre de courbure e'. 

Faisant pour le cylindre (A) les constructions analogues à celles 
qu’on vient d’indiquer pour le cylindre (B), on a pour points ana- 
logues à ceux-ci : N', m , L', m\ P', S', T*, les suivants dans le même 
ordre : N, p,L, p.', P, S, T; le rayon p' de la section normale au point 
(M) du cylindre (A), dont le plan passe par la tangente (MO), a pour 
valeur Ayant porte ce rayon de courbure p' sur la 

droite p/e perpendiculaire à Lp',le centre de la courbure t (i) de 
la section normale de ce rayon sera en projection horizontale le 
point 9; et la droite qui joint les centres de courbure des sections 
normales aux deux cylindres {les rayons de courbure p et p', sera 
en projection horizontale la droite 99'. 

Concevons par la droite qui joint les centres de courbure e' et e 
des sections normales des deux cylindres (A) et (B), un plan vertical , 
et supposons que ce plan ait tourné autour de sa trace horizon- 
tale 99' comme charnière pour s’abattre sur le plan horizontal; on 
a dans ce plan un trapèze (fig . 4 ) formé par l’horizontale 99', et par 
deux vertifplcs, l’une 9 1 i|/ = 9' e' (fig. 3), et l’autre 9 les ex- 



(1) Ce point t sort du cadre de U pUncLe ; il est le point de concours des deux 
droites p.’ t, 91, respectivement perpeouictdaires aux droites Lpt', LM 9. 
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.trémités <j/ et <|i de ces verticales (i) sont les centres de courbure des 
sections normales des deux cylindres, dont les plans passent par 
la tangente (MO) de l’intersection de ces deux cylindres. 

Jm perpendiculaire abaissée tlu point (M) sur la droite | iji' (fig. 4 ) est le 
rayon du cercle osculaleur demandé ; et le pied de cette perpendicu- 
laire en est le centre : ce cercle du rayon wz {fig. 4) est l’intersection 
de deux sphères des rayons p et p', qui ont pour centres les points i]> et 
Ç' {fig. 4 ). Sa projection horizontale est une ellipse Z M Y {fig. i),dont 
le petit axe Z Y est dirigé suivant la droite 99', et dont le demi-grand 
axe J z' fig. i est égal à «z {fig. 4 )- Cette ellipse est osculatrice de 
la courbe KMD projection horizontale de la ligue d’intersection des 
deux cylindres, au point M de cette projection; son centre J est 
la projection du centre u {fig. 4 ) du cercle oscillateur. 

3 i. Puisque le cercle osculateur passe par la tangente O(M) qui 
coupe le plan horizontal {fig. i ) au point O, la trace horizontale du 
plan de ce cercle est une droite Ou perpendiculaire à la trace 9 9’ de 
la fig. 4, et le point u est dans le prolongement de la droite «z de 
cette figure. Le point (M) de l’intersection des deux cylindres étant 
projeté sur le plan de la fig. 4 , sa projection X est sur le droit Mx'x 
perpendiculaire à 99', à une distance x'x de 99' égale à Mm ouJVl m' 
(_/%-. 3 ); en sorte que si l’on ne demandait que le plan osculateur au 
point (M) de la ligne d’intersection des deux cylindres, il serait dé- 
terminé par ses deux traces O u , u X {fig- 1 et 4 ) respectivement 
perpendiculaires aux droites 9 9' et 1)/ {fig. 4 )• 

3 a. Le cylindre vertical qui a pour base le cercle osculateur au 
point (M), est coupé par le plan incliné normal à ce cytindre , qui 



(1) Le pointai sort du cadre de la planche; il est le point de concours des deux 
droites i'ijf, 99, la seconde de ces droites étant perpendiculaire i 99'. 
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passe par la tangente O(M), suivant une ellipse dont le centre de 
courbure au point (M), est sur une droite horizontale normale au 
cylindre, et parallèle a la normale Mi i«" de l’ellipse horizontale 
ZM Y {fig. i ); or le centre de courbure de la première ellipse est 
( art. 77 E ) sur une perpendiculaire au plan du cercle osculateur , 
laquelle a pour projection horizontale la droite 99'w' r: {fig- 1 ); donc 
la projection horizontale r. {fig. 1) de ce centre de courbure est 
l'intersection de la droite p<ç/ et de la perpendiculaire Mm" à la 
tangente MO de la courbe K MD. Connaissant le rayon de cour- 
bure Ms de la première ellipse au point (M) du cercle osculateur, 
on en déduira le rayon de courbure Mu" {fig. 1) de l'ellipse hori- 
zontale ZMY, au point M par lequel passe la normale horizontale Msr 
du cylindre vertical. En effet, soit {fig. 5 ) dans le plan vertical O(M), 
un triangle rectangle MOm", dont le côté Mm" est égal Mm' {fig. 3 ), 
et dont l’angle MOm", ou *Op mesure l’inclinaison de la tangente 
(M)O et de sa projection horizontale MO {fig. 1), ou l'angle de deux 
sections du cylindre vertical, l’une normale, l’autre oblique, qui 

passent par la même tangente; 011 a ( appendice E, pag. 12a, art. G) 

M u" = M * cos.‘ ( a O p ). 

Menant le diamètre y u' S de l’ellipse ZMY parallèle à la tangente 
MO, et abaissant la perpendiculaire Mv sur ce diamètre, 011 a vu 
(art. a 3 § IV) que Cette seconde valeur Mu" sert de vé- 

rification à la précédente M r cos.' («O p). 

Deuxième exemple. — Courbe a double courbure résultant de 
b intersection d'un tore et d'une sphère. PL 7, fig. 1 — \ 

3 5 . Ayant pris pour plans coordonnés uu plan horizontal {fig. 1 ) 
mené par le centre de la sphère perpendiculairement à l’axe de révo- 
lution du tore, et un plan vertical {fig. a) passant par cet axe et 
par le centre de la sphère, les projections du cercle générateur du 

II' Suppl. 4 
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tore sur ces plans, sont EF ( fig . i ) et cfdd' (fig. a ). Les projections 
de l’axe de révolution sont A et a a', et celles du centre de la splière 
G et g. Après avoir construit, par la méthode connue, les projections 
LMN,lmn de la courbe d’intersection du tore et de la sphère, on 
demande les cercles osculateurs de cette courbe pour deux points 
(M) et (N), choisis de manière que les plans tangents au tore menés 
par ces points, ne soient pas de même espèce. Le plan tangent mené 
par le point (M) ou ( M , m) est de la première espèce, et les rayons 
de courbure des sections normales du tore qui passent par ce point, 
appartiennent à une ellipse (fig- 3 ), dont le grand axe op est la 
somme des deux rayons de courbure principaux oc, op (fig. 2) 
qui correspondent au point (M, m ) (fig. 1 et a) du tore. 

Pour construire le point o (J 7 g. 2 ) on mène par le point donné m 
{ftg. a), l’horizontale mo qui coupe le cercle e/dd' au pointe; le 
rayon co de ce cercle étant prolongé, il rencontre la verticale a a' 
projection de l’axe du tore au point p', ce qui détermiue les rayons 
de courbure principaux oc, op au point (M) ou (M, ni) du tore. 

Les plans tangents au tore et à la sphère menés par le point (M) 
de la courbe d’intersection de ces deux surfaces, se coupent suivant 
une tangente à cette courbe, que je désigne par la lettre ( T ). Leurs 
traces sur le plan horizontal ivre' (/Ig. a ) qui touche le tore suivant 
le cercle supérieur du rayon da' , ont pour projections horizontales 
(fi g. 1 ) les droites z (3, s' fi ( fig . 1 ) qui se rencontrent au point (3 , pro- 
jection horizontale de l’un des points de la tangente (T). Cette tan- 
gente fait avec la tangente au cercle générateur du tore, menée par le 
point (M),un angle «y p opposé au côté horizontal a p du triangle rec- 
tangle «p y, et adjacent au second côté a y — 07 (fig- 3 ) de ce triangle. 
Connaissant cet angle, on en déduira le rayon de courbure de la sec- 
tion normale au tore, menée par la tangente (T). F.n effet, ayant 
construit l’ellipse (fig. 3 ), et l’angle oci que le grand axe oc fait avec 
le rayon vecteur ci, étant double de l’angle «yP compris entre la 
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tangente ( T ) et la tangente au cercle générateur du tore, le rayon 
vecteur c & est égal au rayon de courbure de la section normale du 
tore , dont le plan passe par la tangente ( T ) {Appendice E. art. “à, page 
1 1 5 ). Pour avoir la projection verticale 9 {fig- a ) du centre de cour- 
bure de cette section, on prend oi{fig. a ) =cS ( Jig . 3 ), et on mène 
l'horizontale c 9, {fig. a) qui contient cette projection verticale. Cette 
projection est aussi sur la projection verticale mp de la normale au 
tore menée par le point (M); la droite mp coupe la droite tç au point 
demandé 9. La verticale 99' et la trace AM ( fig . 1 ) du méridien du 
tore, se rencontrent au point 9', {fig. 1 ) qui est la projection ho- 
rizontale du centre de courbure dont 9 {fig. a ) est la projection 
verticale. Le point (9, 9') est le centre de courbure de la section nor- 
male au tore, dont le plan passe par la tangente (T). 

Le plan vertical G 9' {fig. 1 ) qui contient le centre de la sphère 
( G g), et le centre de courbure ( 9' 9' ), ayant tourné autour de la 
verticale G pour venir s’appliquer sur le plan méridien GH, ou son 
parallèle gh , on a {fig. a ) g pour le centre de la sphère, et îp l'un 
des points de la droite 19, pour le centre de courbure (9,9'). Le 
cercle décrit du point ^ comme centre avec le rayon ^z=ot=cî 
{fig. 3 ) , coupe le grand cercle de la sphère du rayon g h {fig. a) , et la 
demi-corde «a de ces deux cercles est le rayon de courbure demandé 
( E, art. 77 pag. 80 ). Pour ramener le centre de courbure a dans le 
plan méridien G 9' {fig. 1 ), 011 prend la distance uu" k du point » 
à l’axe vertical gg > qui passe par le centre ( G ,g) de la sphère, et on 
porte cette distance ( fig. 1 ) sur G 9' de G eu J\ les points J' 
sont les deux projections du centre de courbure demandé. La droite 
qui joint le point ( ) et le point ( M ) est le rayon de courbure 

au point ( M) de la ligne d’intersection du tore et de la sphère; ce 

rayon a pour projections les droites Mu {fig. 1 ) et rnJ' {fig. a ) 

» 

34 - Considérons maintenant le point (N) ou (N, n) du tore, pouf 



28 



GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE. 

lequel le plan tangent à ce tore est de la seconde espèce, et proposons- 
nous de construire le cercle osculateur de la courbe d’intersection 
du tore et de la sphère en ce point (N). 

L’horizontale n r ( fig . a ) coupe le cercle générateur du tore au 
pointe, par lequel on mène le rayon cr de ce cercle, qui, prolongé, 
rencontre l’axe a a ' du tore au point s. Les rayons principaux du tore 
au point (N) sont évidemment cr et rs ; et, comme dans le cas parti- 
culier de la figure , ccs deux rayons sont égaux, l'hyperbole, lieu des 
rayons de courbure des sections normales du tore au point ( N ) , de- 
vient une ligne droite ri {fig. 4 ) dont le foyer est le point c, dis- 
tant du point r de cr{fig. 4 ) = cr ou rs ( fig . a ). 

La tangente ( T' ) au point ( N ) de l’intersection du tore et de la 
sphère coupe le plan horizontal te te' {fig. a ) au point dont la pro- 
jection horizontale est |s' {fig- i ),et on a pour l’analogue du triangle 
rectangle aPy, contenu dans le plan tangent au tore nu point (M), 
le triangle %" p 1 y', dans lequel le côté a"y' est égal à rq' — oq (Jig 2) , 
et dont l’angle a"y'p' adjacent à ce côté, est égal à l’angle de la tan- 
gente (T') et de la tangente au cercle générateur du tore , angle qui 
a pour sommet, le point ( N ) intersection de ces deux tangentes. 

Soit {fig- 4 ) rei' un angle double de a" y' p'; le côté i' c de cet angle 
coupe la droite ri au point t, tel quecS prolongement de i'c, est la 
longueur du rayon de courbure de la section normale du tore dont le 
plan passe par la tangente (T'). Portant cette longueur ci de r en t 
{fig. 2 ) sur cr prolongé, et la distance horizontale tl' du point t à 
l’axe de révolution a a' du tore, sur le prolongement de la droite AN 
{fig. 1) de A en it’, on détermine les deux projections «',« du centre 
de courbure de la section normale du tore dont le plan passe par la 
tangente (T 1 ) et le point de contact (N). 

Le plan vertical G u' {fig. 1 ) ayant tourné autour de la verticale 
( G, g g 1 ) pour devenir, parallèle au* plan vertical de projection , on a 
sur ce plan , le centre g de la sphère et le centre de courbure u" dont 
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les projections sont («,«' ) fig. i et 2. Décrivant du point u" comme 
centre, avec un rayon u" z' =c& (fig. 4 ), un cercle qui coupe le grand 
cercle de la sphère du rayon gh, la demi-corde vz' de ces deux cercles 
est le rayon de courbure du point (N) de la courbe d’intersection de 
la sphère et du tore. Le centre de courbure v est à la distance vk de 
l’axe vertical g g 1 ; portant cette distance sur G u' (fig. 1) de G en a/, 
et menant la verticale x’x, qui coupe l’horizontale vk' (fig. 2) au 
point x , les points x,x' sont les deux projections du centre du cercle 
osculateur de la courbe d’intersection du tore et de la sphère, au 
point ( N ) de cette courbe. Le plan de ce cercle a pour trace sur le 
plan horizontal ww' (fig. 2 ) une droite dont la projection horizon- 
tale y fl', (fig. 1 ), passe par le point p', projection horizontale du 
point où la tangente (T') coupe ce plan horizontal tviv. 

Troisième Exemple. Courbe d’ intersection de deux surfaces annu- 
laires, ou de deux tores. PI. 8 , in-folio. 

35 . On a construit cette’ courbe dans le premier supplément de 
la Géométrie descriptive, pour trouver par l’intersection de trois sur- 
faces annulaires, le sommet d’une pyramide triangulaire dont on con- 
naît la base et les angles opposés aux trois côtés de cette base. Cette 
question a au plus seize solutions, et pour trouver les données du 
problème qui donnent ce maximum, de solutions, j’ai employé un 
moyen qui consiste à chercher d’abord la courbe d’intersection de 
deux surfaces annulaires qui ont pour axes de révolution deux 
des trois côtés de la base de la pyramide, et à prendre pour in- 
déterminé, le cercle générateur de la troisième surface. J’ai supposé 
que cette courbe d’intersection tournait autour de l’axe de révolution 
de la troisième surface annulaire, pour engendrer une quatrième 
surface. La courbe d’intersection de cette quatrième surface par le 
plan de la base triangulaire de la pyramide, étant composée de deux 
branches, on dispose du rayon du cercle générateur de la troisième 
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surface annulaire , pour que ce cercle qui peut prendre deux positions 
différentes par rapport à l’axe du tore dont il est la génératrice, 
coupe la courbe dans chaque position en huit points. On obtient 
par ce moyen seize points qui sont à-la-fois sur les trois surfaces an- 
nulaires. ( Voyez le premier supplément page i iG, art. i3t, et la cor- 
respondance sur T école polytechnique , tome a, page 33a ). 

On déduit de ces considérations la construction suivante : 

( Voyez ce dessin ou épure, pi. 8 . ) 

36. Soient {fig. i, pl. 8 ) XYZ le triangle base d’une pyramide 
donnée ; X F Z/ - , ZOYo,XGYg, les cercles générateurs des trois sur- 
faces de révolution qui , par leur intersection, déterminent le sommet 
de la pyramide. Les deux premières surfaces qui ont pour axes les 
droites XZ, Z Y, se coupent suivant une ligne composée de deux 
branches, l'une qui résulte de l’intersection des nappes de surfaces 
engendrées par les grands segments XFZ,ZOY et des nappes de 
surfaces engendrées par les petits segments X/ Z, ZoY; l’autre, qui 
résulte de l’intersection des nappes engendrées par un grand segment 
XFZ et un petit segment ZoY, ou par un grand segment ZOY et 
un petit segment X fZ. 

La première branche, en tournant autour de l’axe XY, engendre 
une nappe de la quatrième surface de révolution , dont la section par 
le plan du triangle XYZ, est ZACB. La section de la seconde nappe 
par le même plan, est ZA'C'B; ces deux sections ont pour normale 
commune l’axe X Y, qui divise chacune d’elles en deux parties égales; 
elles sont coupées par les deux cercles XG Yg - , et XG'Y g\ en seize 
points , dont huit marqués des chiffres i, a, 3, 4i 5, 6 , 7 , 8 , appar- 
tiennent à la courbe Z ABC. Les huit autres points marqués des 
mêmes chiffres accentués, appartiennent à la courbe ZA'B'C'. Les 
points i,a, 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , mis deux à deux dans l’ordre suivant, 
l — 8 , 2 — 7 , 3 — 6 , 4 — 5, sont à égales distances de l’axe XY, et sur 
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des droites perpendiculaires à cet axe. Il en est de même des points 
i', a', 3 ', 4 \ par rapport aux points 8', 7', 6', 5 '. 

D’où il suit que les sommets des pyramides cherchées sont situés 
sur huit cercles du diamètre 1 — 8, a — 7, 3 — 6, 4 — 5 , 1' — 8', a' — 7', 
3 ' — 6', 4 ' — 5 '. Ces cercles appartiennent à la troisième surface de 
révolution, dont l’axe est XY, et qui a pour génératrice les arcs 
XGY, XgY. Chacun de ces cercles contient deux sommets des py- 
ramides cherchées. En effet, considérons celui dont le diamètre est 
1 — 8, et qui a pour centre un point de l’axe XY. Le point 8 de la 
courbe Z A C B provient de l’intersection de deux cercles décrits par 
deux points des grands segments Z O Y, ZFX;donc,si l’on porte 
la droite Y 8 sur Y <7, corde de l’arc Z O Y, et la droite Z a sur Z a', 
corde de l’arc ZFX, ou la droite X8 sur la corde Xa' du même- 
arc Z FX, les trois droites Ya, Z a égale à Xa', et Xa' seront les trois 
arêtes d’une des pyramides cherchées. Abaissant la perpendiculaire a» 
sur l’axe Z Y, et la perpendiculaire a'«, sur l’axe X Z, ces deux per- 
pendiculaires sc rencontrent en un point a du diamètre 1 — 8, qui 
est la projection du sommet de la pyramide sur le plan de la base 
X Y Z. Le même point a est la projection du sommet d’une secondé 
pyramide , .symétrique par rapport à la première. 

Le cercle du diamètre 1 — 8 contient les sommets de deux pyramides 
symétriques; ces sommets se projettent en % sur le plan horizontal du 
triangle XYZ, et en «, («) sur le plan vertical vv' ( fig . a), perpen- 
diculaire à l’axe XY. Les quatre projections horizontales «, p, y, î, 
des sommets de pyramides qui correspondent à la courbe Z A B C , 
forment un quadrilatère *Py$, dont la projection verticale ( fig. a ) 
est le système des deux quadrilatères apy$, et («) (p) (y) (S). Les 
quatre projections horizontales *', p',y', î', des sommets do pyramides 
qui correspondent à la courbe Z A' B' C', forment un quadrilatère 
a'p'y'î', dont la projection verticale ( fig, a ) est le système de deux 
quadrilatères * p' y' i', et («') (p') (y') ($'). 
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Cette solution fait voir que les pyramides qui ont pour bases le 
triangle XYZ,et pour angles opposés aux. côtés de eette base, les 
angles déterminés par les arcs XI' Z, Z O Y, YGX, et leurs supplé- 
ments , sont au nombre de seize. 

37. La courbe d’intersection de deux surfaces annulaires, et un 
point de cette courbe étant donnés, on déterminera le cercle oscil- 
lateur de la courbe par le point donné, en menant par ce point la 
tangente à la courbe d'intersection, et par cette tangente les sections 
normales des deux surfaces. On aura pour le point donné les rayons 
principaux des deux tores, et les angles que la tangente des sec- 
tions normales fait avec les tangentes aux cercles générateurs des 
tores. Les rayons principaux donnés de grandeur et de direction 
feront connaître les ellipses ou les hyperboles dont les rayons vec- 
teurs représentent les rayons de courbure des sections normales, et, 
par le théorème de Meusnier, on construira les centres et les rayons 
des deux sphères dont l'intersection est le cercle osculateur de- 
mandé (1). 



( 1) Voyez Us Eléments de Géométrie à trois dimensions , page 82 , arl. 78. 
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ANALYSE 

GÉOMÉTRIQUE. 



L'analyse (i) est cette méthode, par laquelle une proposition est 
ramenée par un enchaînement de conséquences nécessaires, soit à 
une opération connue , soit à un principe admis. Elle est également 
applicable à la recherche de la vérité d'un théorème , et à la décou- 
verte de la construction propre à résoudre un problème. L’analyse est 
une forme inverse de solution ; partant de l’hypothèse avancée comme 
si elle était vraie, elle remonte pas à pas jusqu'à ce quelle ait atteint 
un principe déjà connu. L'inverse de cette méthode constitue la syn- 
thèse nu composition , laquelle est ordinairement employée pour 
exposer les éléments dès sciences. L’analyse est proprement l'instru- 
ment d’invention, tandis que la synthèse est naturellement cons^rée 
à diriger l'exposition des découvertes. 



(l) Mot grec (analusis) dérivé d'ara de rechef et dé luo dissoudre ou résoudre. 

■ • . v ‘ .j 

. ... 
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LIVRE PREMIER. 



DÉFINITIONS. 

i». D ans chaque question, on appelle données , les quantités qui 
sont déterminées d’après le seul énoncé du problème, et celles qui 
peuvent être déduites des précédentes par des moyens déjà connus. 

a° On dit qu'un rapport est donné quand il est égal à celui de 
quantités données. 

3° Les lignes , les points , les étendues dans une position fixe , sont 
donnes lorsqu’ils résultent de l’énoncé du problème, ou qu’ils peu- 
vent en être déduits par des moyens déjà connus. 

4° Un cercle est donné de position et de grandeur, quand son 
eentre et son rayon sont donnés. 

5° Une figure rectiligne est dite donnée d'espèce , lorsqu’elle est 
semblable à une figure donnée. 

• PROPOSITION PREMIÈRE. 

PROBLÈME. 

Par deux points donnés , mener des obliques à une droite connue 
qui soient egalement inclinées sur elle. 

Soient A , B {Jig. i , pl. i ) les deux points donnés, et CD une droite 
donnée de position; on propose de tirer AG etBG de manière que 
les angles AGC et BGE soient égaux. 

ANALYSE. 

» 

Par B, l'un des points donnés, abaissez sur CD la perpendiculaire • 
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BE, et prolongez-Ià jusqu’à ce quelle rencontre en F, AG ou son 
prolongement. L’angle BGE étant égal à AGC d’après l'hypothèsé , 
il est aussi égal à FGE; l’angle droit BEG = FEG, et le côté 
GE est commun aux triangles GBE et GFE ; donc ces triangles sont 
égaux, d’où il résulte que le côté BE est égal à FE; mais la perpen- 
diculaire BE est donnée, en conséquence FE est connu tant en po- 
sition qu'en grandeur ; ce qui détermine le point F et aussi le point 
G qui est l’intersection de AF avec CD. 

SYNTHÈSE. 

Abaissez la perpendiculaire BE, et prolongez-la d’une égale quan- 
tité au-dessous de CD; tirez AF qui rencontre CD en G; AG etBG 
sont les lignes cherchées. 

Car les triangles GBE et GFE ayant un angle égal BEG = FEG, 
compris entre deux côtés égaux, puisque BE = FE et que GE est 
commun, sont égaux; ce qui prouve légalité des angles BGE et 
AGC. 

PROPOSITION II. 



PROBLÈME. 

Par un point donné, mener une droite qui fasse des angles égaux 
avec deux droites données de position. 

Soit A (/Ig. 2 ) le point donné, et CB, GD les lignes droites qui. 
sont données de position. 

ANALYSE. 

Menez GH parallèle à FE, et prolongez CD. L’angle extérieur 
GCH est égal à CFE, et ECH est égal à son alterne CEF; mais 
l’angle CFE est égal à CEF, donc GCH est égal à ECH; consé- 
quemment l’angle GCE est divisé en deux parties égales par la ligne 

5. 
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droite CH. Or CH est donné de position, donc la parallèle EF est 

également connue. 

SYNTHÈSE. 

Coupez l’angle connu GCB en deux parties égales par la ligne 
droite CH, et par le point donné A, menez à cette droite la paral- 
lèle F.E; l’angle CEF est égal à CFE. Car ces deux angles sont 
respectivement égaux, l’un à l’angle interne ECH, l’autre à l’angle 
correspondant GCH; ils sont par conséquent égaux entre eux. 

PROPOSITION III. 

PROBLEME. 

Par un point donné, mener une droite telle que les segmens in- 
terceptés par les perpendiculaires abaissées sur elle de deux points 
donnés , soient égaux. 

Les points A, B et C étant donnés (fig. 3 ), on propose de tirer 
une ligne droite FCE, de manière que les parties CF et CE, déter- 
minées par les perpendiculaires AF et BE, soient égales. 

ANALYSE. * 

Prolongez AC jusqu’à la rencontre de BE en D. Les triangles 
•rectangles AFC' et DEC, ayant l’angle ACF égal à DCE et le côté 
CF égal à CE, sont égaux; il en résulte que le côté CA est égal à CD. 
Mais CA est évidemment donné; donc CD et le point D sont connus; 
ainsi BD est donné, et il en est de même de la perpendiculaire CE. 

S Y N T H ÈSE. 

Prolongez AC d’une égale quantité jusqu’en D, tirçz BD, menez une 
parallèle AF à la ligne BD et une perpendiculaire CE à la même ligne; 
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FCE est la ligne cherchée. Car les triangles FAC et EDC ayant les 
angles ACF, AFC respectivement égaux à DCE, DEC, et le côté 
AC égal à CD, il s'ensuit qu’ils sont égaux et que CF — CE. 

PROPOSITION IV. 

PROBLÈME. 

Partager un triangle en deux parties équivalentes, par une ligne 
drqitc menée d’un point donné sur un des côtés. 

Soit proposé de tirer par le point D, la droite DF qui partage en 
deux portions équivalentes le triangle ABC. 

ANALYSE. 

Prenez le milieu E de AC ( fig . 4 ), tirez EB, EF et BD. Le triangle 
ABE est équivalent à EBC, et il est par conséquent la moitié de ABC; 
ainsi d’après l’énoncé, ABE doit être équivalent à AF D; si on retran- 
che de chacun de ces triangles la partie commune A F E , il restera 
deux triangles équivalents EF B et EFD. Puisque ces deux triangles 
ont la même base, il faut qu'ils aient la même hauteur, c’est-à-dire 
que FE soit parallèle à BD. Mais les points B-et D étant donnés, la 
droite BD est donnée de position, d’où- il suit que EF est aussi 
connu. 

SYNTHÈSE. 

Ayant pris le milieu de AC en E et tiré BD, menez la parallèle EF 
à cette droite, qui rencontre AB en F; la ligne DF divise le triangle 
en deux portions équivalentes. 

En effet, tirez BE. Puisque BD est parallèle à FE, le triangle EFB 
est équivalent à EFD ; et si l’on ajoute A F E à chacun de ces deux 
triangles, les triangles ainsi formés AFD et ABE sont égaux : donc 
le premier est la moitié de ABC puisque le second l’est. 
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PROPOSITION V. 

PROBLÈME. 

Trouver un point dans l’intérieur d’un triangle, par lequel les 
droites menées aux trois sommets, divisent le triangle en trois trian- 
gles équivalens (i). 

Soit F (Jtg. 5) le point cherché, duquel partent les lignes FA, 
F B et FC qui partagent en trois portions équivalentes le triangle 
donné ABC. 

ANALYSE. • 

Menez I'D, FE parallèles aux côtés BA, BC , et tirez BD, BE. 
FD étant parallèle à AB, le triangle ABF est équivalent à ABD, le- 
quel est ainsi le tiers de ABC; par la même raison, le triangle BEC 
qui est équivalent à B FC, est pareillement le tiers de ABC. C'est 
pourquoi les bases AD et EC sont chacune le tiers du côté AC, et 
par conséquent les points de division D et E sont donnés. Les pa- 
rallèles DF et EF sont donc connues, et il en est de même de leur 
point de concours F. 

Mais le point F peut être déterminé autrement. En effet, prolongez 
AF et CF en G et en H. Le triangle DFE est évidemment setnblable 
à ABC, d’où il résulte AC:AB; ;DE:DF. Mais AC = 3DE, donc 
AB = 3DF. De plus, à cause que AH et DF sont parallèles, on a 
AC: AH; ;DC:DF, ou, ce qui revient an même, aAC:aAH;;3DC 
:3DF ; mais aAC = 6AD = 3DC et aAH = 3DF = AB. Ainsi le 



(i) Le problème analogue dans la Géométrie à trois dimensions , consiste à trouver, 
dans l'intérieur d'un tétraèdre, un point tel que les tétraèdres qui ont pour sommet 
commun ce point, et pour bases les quatre faces du tétraèdre, soient équivalentes ; 
ce point est le centre de gravité du tétraèdre. 

( Note du traducteur , M. Comte. ) 
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point li est le milieu de AB, et, par la même raison, G est le milieu 
de BC. Ces deux points étant donc connus, l’intersection F des lignes 
CH et AG, est egalement déterminée. 

SYNTHÈSE. 

Coupe* AB et BC par leurs milieux en H et en G, tirez CH et 
AG, et, par leur point d’intersection , menez FA, FB et FC; vous 
aurez ainsi divisé le triangle ABC en trois parties équivalentes. Ën 
effet, abaissez par les points A et B les perpendiculaires AI et BL. 
Les triangles H AI et HBL sont égaux-, puisque AHI = BHL, que 
AIH==BLH, et que le côté AH est égal à BH; AI est donc égal à 
BL. Les triangles AF'C et BFC reposent sur la même base CF, et 
ayant des hauteurs égales AI et BL, sont équivalents. Par le même 
raisonnement, on démontre que les triangles AFC et AFB sont 
équivalents. la; triangle entier ABC est donc partagé en trois trian- 
gles égaux en surface et qui ont leur sommet commun au point F. 

PROPOSITION VI. 

PROBLÈME. 

Partagez un triangle en trois parties équivalentes par des lignes 
droites menées d’un point donné dans l’intérieur du triangle. 

Soit ABC (,/%■. 6 ) un triangle qu’on se propose de diviser en trois 
aires équivalentes, par les droites DB, DG et DH, tirées du point D. 

ANALYSE. 

Tirez BG, menez la parallèle DE à cette ligne, et joignez B et E. 
Le triangle BD G est équivalent à BEG, et conséquemment le qua- 
drilatère ABDG équivaut au triangle ABE, qui est ainsi le tiers 
de ABC. Il en résulte que la base AE est le tiers de AC, et par consé- 
quent que le point E est connu; la parallèle BG à DE est donc déter- 
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minée, et pareillement le point G ainsi que DG. Par un raison- 
nement semblable, on voit en menant BH et sa parallèle DF, tirant 
DH, que la ligne BH est également déterminée. 

SYNTHÈSE. 

Partage/, la base AC en trois parties égales, et par les points de 
division E, F, menez les droites DE, DF; menez à ces lignes les pa- 
rallèles BG, BH; tirez les droites DB,DG, DH; elles divisent le 
triangle ABC en trois portions équivalentes. 

Car DE étant parallèle à BG, le triangle BDG est équivalent à 
BEG, et par conséquent le quadrilatère AB DG est équivalent au 
triangle ABE. Par la même raison, le quadrilatère BDHC équivaut 
au triangle BFC; donc les triangles restants GDH et BFE sont équi- 
valents. Mais les triangles ABE, BEF, FBC, ayant des-bases égales 
et leur sommet commun, ont la même aire; donc les espaces ABDG, 
.GDH et BDHC, sont chacun le tiers du triangle donné ABC. 

PROPOSITION VII. 

PROBLÈME. 

Inscrire un quarré dans un triangle. 

Soit le triangle ABC ( fig . 7) dans lequel oir propose d'inscrire un 
quarré IGFH. # 

ANALYSE. 

Tirèz AF, et prolongez cette droite jusqu'à la rencontre en E de 
la parallèle BE à AC; abaissez de plus les perpendiculaires BD et EK. 

Puisque EB est parallèle à AC ou à FG,on a la proportion, 
AF:AE: :FG:EB; et de plus la peqtendiculaire EK étant parallèle 
à FH, 011 a aussi AF:AE;;FH:EK. Il résulte de ces deux propor- 
tions que F G : EB : : FH : E K ; mais F G =F H , donc E B = E K. Or, 
la ligne EK est connue puisque elle est égale à BD qui est la bau- 
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tenr du triangle donne; donc EB est aussi déterminée tant en posi- 
tion qu’en grandeur; d’où il résulte que le point E est connu, qu’il 
en est de même de l’intersection de AE avec BC, et conséquemment 
de la parallèle FG et de la perpendiculaire F H; le quarré FGIH est 
donc complettement déterminé. 

SYNTHÈSE. 

Menez par le point B une parallèle BE à la droite AC, et une 
perpendiculaire BD.; prenez BE égal à BD, tirez la ligne AE qui 
coupe BC en F, et achevez le rectangle IGFH. 

Puisque BE et EK sont respectivement parallèles à GF et à F H, 
AE: AF; ;BE:GF, et A E: AF ; ; EK:FH ; d’où il résulte que BE:GF 
; ; E K : F H. Mais B E est égal à E K par construction ; donc G F= F H. 
Il est évident par- là que le rectangle 1G-FH est un quarré. 

PROPOSITION VIII. 

PROBLÈME. 

Par un point donné, mener une droite telle que les parties de 
cette droite , terminées à deux lignes données, soient entre elles dans 
un rapport donné. 

Soit A ( fig . 8 ) le point dpnné, et BC, BD les deux droites don- 
nées; on propose de tirer EAF de manière que EA soit à AF 
comme M est à N. 

ANALYSE. 

Si vous menez par le point A la droite AG parallèle à BC, cette 
droite rencontrera BD en un point G qui est évidemment donné. Les 
lignes FE, I' B sont coupées en parties proportionnelles par les pa- 
rallèles BE, GA, et par conséquent EA: AF: ;BG:G F; le rapport 
de EA à AI étant donné, il en est ainsi de celui de BG à GF. 
Or B G est connu, GF l’est donc aussi, d'où il résulte que le point F 
et la ligne EAF sont déterminés. 



’ 
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SYNTHÈSE. 

Menez AG parallèle à BC, déterminez GF de manière que BG:GF 
::M:N, et tirez FA K; cette droite est la ligne cherchée. 

Car BE et AG étant parallèles , on a la proportion EA : AF : : BG : GF ; 
mais BG:GF: :M:N, donc E A: AF: ; M:N. 



PROPOSITION IX. •• 



PROBLÈME. 

Par un point donné, mener une droite qui soft divisée dans un 
rapport donné par la circonférence d’un cercle donné. 

Soit A ( Jtg . 9 ) le point donné, et B DCE le cercle donné; il 
est question de mener BC de manière que B A soit à AC comme 
M est à N. 



A N A L Y S E.. 

Tirez le diamètre DAE, les droites DB, CE, et menez CF pa- 
rallèle à DB. Puisque le point A et le centre du cercle sont donnés, 
Le diamètre DE est connu de position, ainsi que ses extrémités D 
et E. Mais DB étant parallèle à CF, BA: AC: :DA: AF, d’où il suit 
que le rapport de DA à AF est connu,* et comme DA est donné, il 
en est de même de AF. De plus, en vertu d’une propriété très-connue 
du cercle BAx AC=AI)xAE, c’est-à-dire que AE: AC : ;BA:DA; 
mais B A:D A : : AC: A F, donc AE: AC; : AC:AF. Donc AC s'obtient 
en prenant une moyenne proportionnelle entre AF et AE; ainsi le 
point C est connu, et par conséquent la droite BC est déterminée 
epmplettement. 

SYNTHÈSE. 



Après avoir tiré le diamètre DE, prenez AF de sorte que DA: AF 
::M:N, cherchez ensuite une moyenne proportionnelle AG entre 
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AF et AE, et déterminez le point C de manière que AC soit égale à 
cette moyenne proportionnelle; BAC est la ligne cherchée. 

Pour le prouver, menez les droites DB, CF et CE. Puisque le 
produit de B A par AC est égal à celui de DA par AE, il s ensuit 
que AE:AC:;BA:DA; mais par construction , A E: A C :: AC: AF, 
donc AC:AF; ;BA:DA, d’où il résulte que AC:BA: ; AF:DA, c’est- 
à-dire : : M : N. 

PROPOSITION X. 

' PROBLÈME. 

Pac deux points donnés sur la circonférence d’un cercle, mener 
à un autre point de cette circonférence, deux droites qui soient 
entre elles dans un rapport donné. 

On propose de mener par les points A et B {Jig. 10) les droites 
A C et B C de manière quelles aient un rapport donné. 

ANALYSE. 

Menez C E qui divise en deux parties égales l’angle A CB. Vous au- 
rez la proportion (i)AC:CB;:AD:DB,et par conséquent le rapport 
de AD à BD est donné, ce qui détermine le point D. Mais, puisque 
l’angle ACE est égal à BCE, l’arc AE est égal à l’arc EB; ainsi le 
point E s’obtient en prenant le milieu de l’arc AEB. Les points D 
et E étant déterminés, la droite EDC est connue; il en est donc 
de meme du point C, et des cordes AC et BC. 

s Y NT h È SE. 

Coupez l’orc AEB en deux parties égales au point E, divisez au 
point D la ligue A B en deux portions qui soient entre elles dans le 
rapport donné, menez la ligne DE, et prolongez-Ia au-dessus de AB 
jusqu’à la rencontre de la circonférence en C; les cordes A Cet BC 

{i) Prolonge* AC «le CF = CB ; à cause «le B F parallèle i CD, on a la propor- 
tion AC:CF=CB:: AD:DB. 



6 . 
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sont dans le rapport donne. Car, puisque Tare AE est égal à BE, 
l’angle ACD est égal à BCD, et par conséquent le rapport de AC à 
BC est le même que celui de AD à BD, c’est-à-dire qu’il est égal 
au rapport donné. 

PROPOSITION XI. 

PROBLÈME. 

Par un point donné, mener à un cercle une sécante telle que le 
rectangle de la partie extérieure et de la partie comprise dans le 
cercle, soit équivalent à une aire donnée. 

Soit proposé de mener par le point A ( fig . 1 1 ) la droite ABC, de 
manière que le rectangle de AB et BC équivaille à un espace 
donné. 

A N A.LYS E. 

Par le centre O menez AF, et cherchez une longueur AE qui 
forme avec AD un ' rectangle équivalent à l’aire donnée. Puisque 
AB x AC=AD x AF, et que, par construction, AB x BC=A D x AE, 
il s’ensuit que A D:AB; : AC: AF; :BC: AE. On déduit de cette pro- 
portion que AD:AB:;AC — BC, c’est-à-dire AB:AF — AE, c’est- 
à-dire EF. Donc AB est une moyenne proportionnelle entre AD 
et EF; mais AE étant donné, EF l’est aussi, et par conséquent AB 
est connu tant en grandeur qu’en position. 

SYNTHÈSE. 

Menez AF par le centre du cercle, prenez AE de sorte que le 
rectangle ADxAEsoit équivalent à l’espace donné; cherchez une 
moyenne proportionnelle entre AD et EF, et portez-la depuis A sur 
la circonférence jusqu’en B, le rectangle ABxBC équivaut a laire 
donnée. 

Car AD:AB;;AB:EF, et AD; AB:: AC:AF; d’où il résulte que 
AD: AB: : AC— -AB ou BC:AF — EF ou AE, par conséquent AD x AE 
est équivalent au rectangle ABxBC. 
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PROPOSITION XII. 

PROBLÈME. 

Par deux points donnes, faire passer un cercle qui coupc par le 
milieu la circonférence d’un cercle donné. 

Soient A et B deux points (Jig . la) par lesquels il faut conduire 
un cercle ADGEB qui divise en deux parties égales la circonférence 
du cercle H D FE. 

ANALYSE.» 

Soient D et E les points d’intersection des deux cercles. Puis- 
que DFE est, par hypothèse, une demi -circonférence, DE est un 
diamètre sur lequel doit par conséquent se trouver le centre C. Menez 
la droite AC, et prolongez-la jusqu’en F. DC étant égal à CE, il est 
évident que A C x C G = CD 1 =HCxCF; mais le rectangle H C. C F 
est donné , donc il en est de même du rectangle AC. C G ; et comme 
AC est connu, CG l’est aussi, et le point G est déterminé. Main- 
tenant que l’on connaît les trois points A, B et G, il est facile de 
décrire le cercle A G B. 

S Y N T H ÈSE. 

Par le point C, centre du cercle donné, menez la droite AGF, et 
prenez sur cette ligne un point G tel que A C : H C : : F C on H C : C G ; 
faites passer un cercle AGB par les trois points A, B et G; il divi- 
sera en deux parties égales la circonférence H D F E. 

En effet, par un des points d’intersection, menez le diamètre DCI, 
et prolongez-le jusqu’à la rencontre du cercle AGB en K. Puisque 
AC:HC;;HC:CG, le quarré de HC est équivalent au rectangle 
de AC. CG; mais HC= DCxCI,et ACxCG = I)CxCK; donc 
DCxCI = DCxCK,ce qui prouve que Cl est égal à CK , c’est-à- 
dire que les points I et K se confondent, et que le cercle AGB passe 
par les extrémités du diamètre du cercle H DFE. 
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PROPOSITION XIII. 

• PROBLÈME. 

Couper une droite donnée en deux parties telles que le quarré 
construit sur la première soit équivalent au rectangle construit avec 
la seconde et avec une autre ligue donnée. 

Soit AB (Jig- i3 ) une droite de longueur donnée sur laquelle on 
propose de déterminer un segment dont le quarré soit équivalent au 
rectangle construit sur le reste de la droite et sur la ligne donnée C. 

ANALYSE. 

Prolongez B A en AD d’une quantité égale à C, et sur DB comme 
diamètre, décrivez une demi-conférence, et élevez la perpendiculaire 
A F. Puisque KG' = C x G B, il s'ensuit que D A : A G : : A G : G B ; d’où 
D A : AG : : D G : A B ; par conséquent DAxAB = AGxl)G; mais par 
une des propriétés principales du cercle, DAxAB=ÂÏ% donc 
AGxDG = ÂF'. Il résulte de-là que AF est égal à une tangente 
menée par G au demi-cercle qui aurait DA pour diamètre. Prenez 
le milieu de DA en E, et tirez EF ; comme AG x DG=ÂF’, si vous 
ajoutez ËV aux deux membres de cette équation, vous trouverez 
que AG x DG + Af?, c’est-à-dire Et? (i), est égal à AF" -t-ÉA*, c’est-à- 
dire EF; donc EG est égal à EF, et par conséquent le point G est 
déterminé. 

SYNTHÈSE. 

Après avoir prolongé AB d’une quantité AD égale à C, et décrit 
sur BD un demi-cercle, élevez la perpendiculaire AF; joignez le 
point E milieu de AD avec le point F, et prenez F.G égal à F.F; le 
quarré du segment AG ainsi déterminé sur AB, équivaut au rec- 
tangle de G B et de la ligne donnée C, 

(i)AG = EG— AE; DG =: EG-f-AE; A G x D G = Em — ÏF- 
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En effet, le triangle EF A étant rectangle EK - = EA’+ Al"’, donc 
ÂF>=rËp — Ëa^=EG’ — ëâ î =(EG-eEA)(EG — EA)=DGx AG. 
Mais d’un autte côté ÂF = DAxAB, donc DAxAB = DGxAG, 
d’où il suit que AG:AB;;DA:DG. Or on déduit de cette propor- 
tion que AB— AG, ou GB:AG;;DG — DA, ou AG:DA, donc 
ÂG* = G B x DA = GBxC. 

CoroU. On peut remarquer ici que si la ligne donnée C est égale à 
AB, alors AG* = AB x BG, c’est-à-dire que la dro^e AB est divisée 
en moyenne et extrême raison au point C. La construction alors se> 
confond évidemment avec celle qui est exposée dans les éléments(i), 
laquelle n’est qu'un cas particulier de la construction qui vient de 
nous occuper. 

PROPOSITION XIV. 

Problème. Fig. 1 4 et 1 4 bis. 

<1 ;'él~ **tiki*<* ■ 

Partager une ligne donnée en deux parties qui soient entre elles 
en raison sous-dôublée (a) de deux autres parties aussi données de 
la même ligne. 

Soit proposé de diviser la droite AB ( Jig . i4), de sorte que les 
segments AD, BD soient en raison sous-doublée des segments don- 
nés AC, BC. 

Premier cas. La somme des deux segments donnés est égale à la 
ligne donnée. 

Le point de division C, commun aux deux segments, est entre A et B. 

ANALYSE. 

Sur AB {fi g. i4 ) décrivez une demi-circonférence , élevez la per- 
pendiculaire CE, et menez les droites A E, BE et ED ou ED'. Puis- 



(«) Voyez la Géométrie de M. Legendre, io' édition , livre 3, prob. 4, psg- flG , 
ou celle de M. Lacroix, io' édition, pag. 83, §. i3ï. 

(a) Deux quantités sont en raison sous-doublée de deux autres lorsque le rapport 
de ces dernières est égal au rapport des quartés des premières. 
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• que AEB est un angle droit, le rapport de A E à B E est sous-double 
du rapport de AC à BC, et par conséquent AE:BE;;AD:BD 
ou AD'rBD'. Cette proportion fait voir (note ( 1 ) , page 43 ), que 
l’angle AEB ou son supplément AEF, est coupé en deux parties 
égales par la ligne ED ou ED'. Mais la perpendiculaire et le demi- 
cercle sont donnés; donc le sommet E, la ligne droite ED ou ED', 
et les poiuts de division D et D', sont également déterminés. 

• SYNTHÈSE. 

Ayant décrit sur AB une demi -circonférence, élevez la perpendi- 
culaire CE; menez F. A, EB, et divisez en deux parties égales l’angle 
AF.B par la droite KD ou son supplément AEF par la droite ED'; 
les segments intérieurs AD, DB, ou les segments extérieurs AD', 
D'B, sont en raison sous-doubléc de AC à CB. . 

Car d’après la construction, AE:BF.;;AD:DB ou AD': BD'; mais 
le triangle AEB étant rectangle , A E est à B E en rapport sous-dou- 
blé de AC à B C, donc il en est de même du rapport AD:BD ou 
AD': D'B. 

Deuxième cas. La différence des deux segments donnés est égale à 
la ligne donnée. 

Le point de division C est sur le prolongement de la droite don- 
née AB. 

ANALYSE. 

Sur AB (fig- i4 bis) décrivez une demi-circonférence , menez la 
tangente CE, et tirez les droites AE, BE et ED ou ED'. Les trian- 
gles AC F. et ECB sont semblables, car ils ont un angle commun ECB, 
et de plus les angles CEA, CBE sont éçaux comme ayant tous deux 
pour mesure la moitié de l’arc AE; il suit de-là que AC:CE:;CE:BC; 
or puisque CE est une tangente, CE 1 = CB x CA, donc Âc î :iJfc’”AC 
:BC. Eu combinant cette proportion avec la précédente, il en ré- 
sulte évidemment que CE est à BC en raison sous-doublée de AC à 
BC,ou,CË’:BC*:;AC:BC. Mais dans les mêmes triangles semblables, 
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AE:BE::CE:BC; donc aE;BE::i/âc:i/bc::AD:BD, ou::AD' 
:BD', ainsi l’angle AEB est coupé (voyez note (i) pag. 43) en deux 
parties égales par ED , ou son supplément AEF l’est par ED'. 

SYNTHÈSE. 

Décrivez sur AB une demi-circonférence, menez-lui la tangente 
CE, et tirez les droites AE, BE; divisez ensuite en deux parties 
égales l’angle AEB ou son supplément par ED ou ED'; les segments 
intérieurs AD, BD, ou les segments extérieurs AD', BD', sont en 
raison sous-doublée du rapport de AC à BC. 

En effet, l’anglfe CEA étant égal à CBE, et BCE étant commun 
aux deux triangles ACE et BCE, ces deux triangles sont sembla- 
bles, et AC:CE; ;CE:BC; donc le rapport de CE à BC est sous- 
doublc du rapport de AC à BC. De plus, par la similitude des 
mêmes triangles , A E : B E ; : C E : B C , et par conséquent A E est à B E 
en raison sous-doublée de AC à BC. Mais A E;BE; ; AD:BD, ou 
AD': BD'; donc le rapport de AD à BD ou de AD' à BD', est sous- 
double de celui de AC à BC. 

Corollaire. Dans ce second cas, l’angle CD E étant égal à la somme 
des deux angles DEB, DBE, ou, ce qui revient au même, à la 
somme des angles DEA, AEC, il s’ensuit que l’angle CDE est 
égal à l’angle CED, et que le triangle CDE est isocèle. De plus, 
en vertu de l’hypothèse, D'EF = D'EA = D'EC+AEC; mais d’un 
autre côté D'EF = CD'E+D'BE=CD'E-+-AEC; en comparant ces 
deux résultats, il est clair que les angles CD'E et D'EC sont égaux, 
et que le triangle D' C E est aussi isocèle. Donc CE=CD=CD'; 
ainsi, sans qu’il soit nécessaire de diviser l’angle AEB ou AEF en 
deux parties égales, on peut trouver le point D ou D' au moyen de 
la tangente CE, qui est une moyenne proportionnelle entre les seg- 
ments AC, BC, 

PROPOSITION XV, 

PROBLÈME. 

Trouver un point sur le diamètre d’un cercle, tel qu’en menant 
//' Suppl. 7 
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par ce point, sous une inclinaison donnée, une droite terminée à la 
circonférence , le quarré de cette droite soit dans un rapport donné 
avec le rectangle des deux segments du diamètre. 

Soit proposé,/^. i5, de mener DE faisant un angle donné avec DB 
de telle manière que le quatre de D E ait un rapport donné avec le 
rectangle AD, BD. 

A N A LYSE. 

Prenez EG = FD, menez CF, le rayon CGH, et la droite AH; 
prolongez cette dernière jusqu a la rencontre de CE en I. Comme CE 
est égal à CF, l’angle CEF est égal à CFE. De l égalité de ces deux 
angles et de l’égalité respective des côtés CE, EG aux côtés CF, FD, 
il résulte que les triangles CD F et CGE sont égaux, et conséquem- 
ment que l’angle ECG est égal à l’angle F C D; donc l’arc H E est égal 
a A F, et par conséquent A H est parallèle à DE. L’angle BD E étant 
donné , BAH l'est donc aussi, et la corde AH est connue. De plus le 
rectangle AD. DB étant égal au rectangle FD. FE, il l’est pareille- 
ment au rectangle DE. E G ; c’est pourquoi 'DE' 1 est à D E x E G, ou D E 
est à EG dans le rapport donné; mais DE:EG : : A 1:1 H , donc AI 
est à IH dans un rapport connu, et il en est de même de AH à l’égard 
de HI. Puisque AH est donné, IH l’est donc aussi, et par consé- 
quent le point I et IC, le point E et DE sont déterminés. 

SYNTHÈSE. 

Menez AH inclinée sur AB d’une quantité égale à l’angle donné, 
prolongez cette droite d’une quantité AI qui soit avec IH dans le 
rapport donné; tirez IC, menez ED parallèle à IA; D est le point 
cherché. • 

Car, puisque AI:I H ; : D E:EG , DE est à EG dans le rapport 
donné, et par conséquent DE* est à DEx EG dans le même rapport 
Mais FE étant parallèle à AH, l’arc HE est égal à l’arc AF, l’angle 
H CE est donc égal à ACF, ainsi les triangles GCE et CDF sont 
égaux, puisque le côté CE est égal à CF, et que les angles ECG et 
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CEG sont respectivement égaux aux angles F CD et C F D; donc GE 
= FD,et par conséquent D E x F.G=DF. x FD=AD x DB , donc 
DÏ? est à A D x DB dans le rapport donné. 

PROPOSITION XVI. 
problème. Fig. 16 et 16 (bis). 

Par deux points donnés, mener à un point de la circonférence 
d’un cercle donné , deux droites telles que la corde de l’arc quelles 
interceptent soit parallèle à la ligne qui joint les deux points 
donnés. 

Par les points A, B, on propose de mener les droites AC, B C qui cou- 
pent la circonférence donnée en D et E, de manière que DE soit pa- 
rallèle à AB. 

A N A LYSE. 

Menez la tangente DF qui rencontre AB en F. L'angle FDE est 
égal à l’angle ECD {fig. 16) ou à son supplément {fig. 1 6 bis ) ; mais 
DE étant parallèle à AB, l'angle FDE ou son supplément est égal 
à l'angle AFü, lequel est 'donc égal à ECD ou ACB. De-là il ré- 
sulte que les triangles {fig. 16) AFD et ABC, qui ont en outre un 
angle commun CAB, sont semblables, et que AD: AF: : AB: AC, 
d’où AD x AC=A F x AB. Or, le point A et le cercle DCE sont don- 
nés, le rectangle A D x A C est donc connu ; car il est égal au quarré 
de la tangente AG quand le point A est hors du cercle, et au quarré 
de la perpendiculaire A G {fig. 16 bis) sur le diamètre, quand le 
point A est dans l'intérieur du cercle. Ainsi le rectangle AF x AB 
est déterminé; et comme AB est donné, il sera facile d'en déduire 
AF, et par conséquent la position du point F. On aura donc celle 
de la tangente F'D et du point D; en joignant ce point avec A qui 
est donné, la ligne AC et ensuite BC, ainsi que son intersection 
en E avec la circonférence, seront déterminées. . . 
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SYNTHÈSE. 

Si le point A ,Jig. tG, est extérieur au cercle, menez la tangente 
AG , ou s’il est intérieur , fig. iG (bis), élevez la perpendiculaire A G 
sur le diamètre qui passe par A. Prenez une troisième proportion- 
nelle aux lignes AG, AB, et portez-la de A en F; par le point F 
menez la tangente FD, tirez la droite Al) et prolongez-la jusqu'à la 
rencontre de la circonférence en C; tirez CB qui coupe le cercle 
en E; la ligne DE est parallèle à AB. 

En effet, puisque AB: AG: : AG: AF, AG*= ABx AF; mais d’un 
autre côté, AG’ = CAx AD, donc ABx AF = CA x AD, et par 
conséquent AB: AC: : AD:AF. Il suit de-là que les triangles BAC 
et DAF sont semblables comme ayant un angle commun compris 
entre deux côtés proportionnels; ainsi l’analyse AC B est égal à AFD> 
mais AC B ou DCE est égal à E D F ou à son supplément, par consé- 
quent l’angle AFD est égal à E D F ou à son supplément , et la corde 
D E est parallèle à A B. 

PROPOSITION XVII. 

PROBLÈME. 

Par deux points ‘ donnés , mener à un point de la circonférence 
d’un cercle deux droites telles que la corde de l’arc intercepté ren- 
contre en un point donné la droite qui joint les deux premiers points 
donnés. 

11 est question de mener par les points A et B {fig- 17 ) les droites 
AF et B F, de manière que la corde DG prolongée rencontre en C 
le prolongement de AB. 

analyse. 

Menez DE parallèle à AC, tirez la droite EG, et prolongez-la 
jusqu’à ce quelle rencontre AB en H. L’angle BHG est égal à son 
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alterne GED, lequel est égal à GFD puisqu’il est inscrit dans le 
même segment ; donc les angles B H G , B F A sont égaux , et les trian- 
gles BUG, B FA sont semblables. Ainsi BG:BH : ;BA:BF, et B G x B F 
=BH x BA ; mais le rectangle BG x BF est connu, puisqu'il équivaut 
au quarré de la tangente menée par B ; donc B H x B A est déterminé, 
et par conséquent le point H l’est aussi. Le problème est actuel- 
lement ramené au précédent , car il suffit de mener par les points 
C et H, les droites CD et HE, de telle manière que DE corde de 
l’arc intercepté, soit parallèle à HC. 

S I >' T H ÈSE. 



Par le point B menez au cercle une tangente B I , prenez B H de 
manière que BA:BI;:Bl:BH,ct, par la dernière proposition, menez 
les droites HE et CD telles que DE soit parallèle à HC ; alors si l’on 
prolonge BG jusqu’en F à la circonférence; ADF forme une ligne 
droite. 

Car, puisque B A:BI::BI:BH, le rectangle BAxBH est équiva- 
lent au quarré de B I ou au rectangle B G x B F ; donc B A : B F : ; B G 
:BH, et les triangles BAF et AGH sont semblables; donc BFA 
= BHG = GED = GFD. I^es angles BFA et GFD étant égaux , 
il est clair que les lignes FA et FD sont dans le prolongement l’une 
de l’autre. 

PROPOSITION XVIII. 



PROBLÈME. 



il- 



Par deux points donnés sur la circonférence d’un cercle, mener 
à un autre point de la partie opposée de la circonférence des droites 
qui coupent un diamètre donné en deux points également éloignés 
du centre. . 

Soit proposé de mener par les points A et i8)les droites AC 

et BC, telles que les points F et G quelles déterminent sur le dia- 
mètre DE, s’écartent également du centre O. 
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Tirez la droite BA, prolongez-la ainsi que le diamètre ED jusqu'à 
leur rencontre en M , menez C OL, abaissez du centre O sur A B la 
perpendiculaire OR, joignez le point K. au point L, par A menez 
AHI parallèle à DE, et tirez H K. 

Les parallèles F G et A I sont coupées en parties proportionnelles 
par les droites GA, CH et CI; et comme FO est égal à OG, il faut 
que A H soit égal à II I. Comme de plus, par construction , le point K 
est le milieu de AB, la droite H K est parallèle à ï B , et l'angle AKH 
est égal à A BI. Or l'angle ABI ou ABC est égal à ALC, donc AKH 
est égal à A LH ou ALC; en observant de plus que les angles A LH 
et AKH reposent sur une même base AH, il est clair qu’à cause de 
leur égalité, il faut que le quadrilatère AKLH soit inscriptible dans 
une circonférence, et par conséquent que les angles HAK et HLK 
soient égaux. Mais HAR=OMR en vertu du parallélisme des 
droites AI et DE; donc OMK est égal à HLK ou OLK; ainsi le 
quadrilatère MOKL est pareillement inscriptible dans un cercle, et 
il en résulte que MLO est égal à MK O. Or l’angle MKO est droit, 
donc ML est une tangente. Cette tangente est une donnée, puisqu’on 
connaît le point M où concourent les droites ED et BA; donc on 
peut déterminer le diamètre LC et le point C. 

s Y N THÈSE. 

Prolongez ED et B A jusqu’à leur point de concours en M, menez- 
la tangente ML et le diamètre LC; les lignes droites AC et B C sont 
telles que leurs points d’intersection avec le diamètre DE s’écartent 
du centre O de quantités égales O F et O G. 

Pour le prouver menez AI parallèle à DE, O K perpendiculaire 
à AB, et tirez les droites LK et KH. 

Puisque ML est une tangente, l’angle O LM est droit, il est donc 
égal à MKO; conséquemment MKL est égal à MOL, et de plus 
à A HL. Il résulte de-là que le quadrilatère AH KL est inscrip- 
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tible dans un cercle , et par conséquent l’angle AL H est égal à A K H; 
mais, par la même raison, ALH ou ALC est égal à ABC ou ABI; 
donc AKH = ABI, et KH est parallèle à Bl. Maintenant puisque 
AK est égal à KB, il s’ensuit que AH est égal à HI, et que FO est 
égal à O G. 

PROPOSITION XIX. 

problème. ( Fig. 19 et 19 bis). 

Par un point donné, mener une droite telle que le rectangle des 
segments interceptés sur elle par deux lignes données, soit équiva- 
lent à une surface donnée. 

Soient AB, AC (_/%•. 19 ou 19 bis ) deux droites données, et D un 
point par lequel il faut mener E F, de manière que le rectangle des 
segments ED, D F, équivaille à une aire donnée. 

Tirez A D , et menez par F une droite F G faisant avec E F un angle 
égal à D AE; elle rencontre AD ou son prolongement en G. Les 
triangles ADE et F D G étant évidemment semblables, A D : E D : : D F 
:DG, et par conséquent ADxDG = EDxDF. Le rectangle ED 
x DF étant donné, il en est donc de même du rectangle AD x DG, 
et comme A D est connu, D G et le point G peuvent être déterminés. 
De plus, puisque l’angle DF G est égal à l’angle connu DAC, si 
l’on décrit sur DG un segment capable de l’angle D A C, le point F 
devra se trouver sur l’arc de ce segment; ainsi l’intersection de cet 
arc avec la ligne AB fera connaître la position du point F; et selon 
qu’il y aura intersection réelle, ou seulement contact, le problème 
aura deux solutions ou une seule. 

SYNTHÈSE. 

Menez AD, prenez DG de mauière que le rectangle AD x DG soit 
équivalent d l'espace donné, et sur DG décrivez un arc capable de 
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l’angle DAC; eet arc rencontre AB en F, F'; EDF ou E'DF' est la 

droite cherchée. 

Car, d’après la construction, les triangles ADE et F DG sont sem- 
blables, et par conséquent A D:ED: :FD:DG;donc ED x DF= AD 
x A G = l’espace donné. 

Quand lç cercle touche la droite AB, les points F et F' coïnci- 
dent, et le problème n’a qu’une solution. Dans ce cas, l’angle AFD 
ou BFD étant égal à DGF, est par conséquent égal à AED, et le 
triangle AFE est isocèle, donc AF = AE. 

PROPOSITION XX. 
problème. ( Fig. 20 et ao (bis) ). 

Par un point donné, mener une droite qui détermine sur deux 
droites données, deux segments dont la somme soit égale à une 
longueur donnée. 

Soient AB, AC ( fig . aoet 20 (bis) ) des droites données, et D un 
point aussi donné, par lequel il faut faire passer une ligne EF, de 
manière que la somme des segments AE et AF, soit égale à ON. 

Le problème présente deux cas, celui où le point Dest dans l’angle 
aigu formé par les droites données, et celui où il est hors de cet 
angle. 

Premier cas. Le point D , fig. 20, est dans l’angle BAC. 

ANALYSE. 

Menez les droites D G et D H respectivement parallèles aux droites 
AB et AC. 

Puisque le point D et les droites A B , A C sont donnés de position , 
le parallélogramme AG DH est déterminé. De plus, à cause de la 
similitude évidente des triangles EDC» et DFH , EG:GD: : D H:HF, 
et par conséquent EGxHF = GDxDH. Mais GD et DH sont 
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donnés, donc EGxHF l’est aussi. Faites maintenant FK=EG, et 
le rcrtangle II F x F K est connu ; or la droite H K est donnée, puis- 
qu’elle est égale à HF+FK, c’est-à-dire à l’excès de AF-+AE sur 
GDh DH; donc les segments HF, FK sont déterminés, et le pointH 
étant donné, le point F ou F' et la droite cherchée EDF ou E'DF' 
sont connus. 

SYNTHÈSE. 

Menez les parallèles DG et DH à AB et AC. Sur la ligne donnée 
ON somme des deux segments AE et AF, portez une distance OP 
= AG+AH, et faites HK = PN. Sur HK, comme diamètre, décri- 
vez une demi-circonférence; menez à cette circonférence les tangentes 
H I et KL égales respectivement à AH et AG, tirez la droite IL, et 
élevez perpendiculairement sur elle, par les points où elle rencontre le 
cercle, la ligne MF ou M'F'; EDF ou E'DF' est la droite demandée. 

Car, HIxKL = HFxFK (i), et conséquemment AHxAG 
= HFxFK. Mais par la similitude des triangles EGD et DH F, 
EG:GD ou AH::DH ou AG: H F, donc AH x AG = HF x EG; en 
comparant cette équation avec la précédente, il est évident que KF 
= EG. Puis donc que AG + AH = OP, et que HF+-EG = HK 
= PN, il s’ensuit que AG+EG+-AH+-HF, ou AE-t-AF = ON. 

Deuxième cas. Le point D est hors de l’angle BAC. 

ANALYSE. 

Menez DG (fig. G bis) parallèle à AB, et DH parallèle à AC, 
rencontrant AB prolongé en H. Les triangles ED G et DHF étant 
semblables, E G : D G : : D H; H F, d’où EGxHF = DG x DH; 
comme DG et DH sont données l’une et l’autre, il est clair que le 
rectangle EG x HF est connu. Si vous prenez maintenant FK 



(i) A cause des triangles semblables HIM, FKM, on a la proportion, 1II:HM 
:: FK : K M. Comparant les deux triangles FHM, KLM, on a : HM: HF :: K M : K L ; 
de ces deux proportions, on tire HIxKL=HFxFK. 

//' Suppl. 8 
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= EG, UK se trouve égal à H F — EG=DG+ AF — (DH— AE) 
= AF 4- AE — ( DHxDG); de-là il resuite que HK et le rect- 
angle H F x FK sont connus , et conséquemment que le point F est 
déterminé. 

Si D F'E' coupe les droites AB et AC de l’autre côté du sommet A, 
le problème se résout de la même manière. La similitude des trian- 
gles - E'DG et DF'H existant encore, E'G:DG:;DH:HF', donc E'G 
xHF' est connu, puisqu’il est égal «à DGxDH. En prenant F' K' 
= E'G, il est évident que HK' = E'G — HF' = AE' + DH — (DG 
— AF' ) = AF'-t-AE' + (DH — DG); ainsi la droite HK' et le rect- 
angle H F' x F' K' sont connus, et il en est donc de même du point F'. 

SYNTHÈSE. 

Prenez OP ou OP* égal à la différence des parallèles DH et DG, 
portez de part et d’autre du point H deux distances HK = P N et 
HK' = P'N ; sur HK et sur HK' décrivez des demi-circonférences, 
par H élevez la perpendiculaire H1 égale à DG, et par K et K' les 
perpendiculaires KL et K'L' égales chacune à DH; tirez les droites 
IL et IL', et par les points M et M' où elles coupent les circonfé- 
rences, élevez à angles droits sur elles les ligues MF et M'F'; les 
droites DEF et DE' F' retrancheront sur AB et AC, deux segments 
qui , réunis , seront égaux à O N. 

Car, HFxFK = H I x KL = DG x D H = HF x EG; donc EG 
=F K. Ainsi HK=HF — EG=AF+ AE — (DH — DG); et puisque 
HK = PN=ON — ( DH — DG) , il s’ensuit que AF-+-AE = ON. 

Eu raisonnant de la même manière, il est visible que E' G=F'K', 
et que par conséquent HK'=E'G — IJ F'=A F + AE'+(DH — DG). 
Mais H K' = P' N' = O N + ( DH — DG) , donc A F'-t- AE' = O N. 

PROPOSITION XXI. 

PROBLEME. 

Par un des sommets d’un quarré, mener une droite telle que la 
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partie interceptée entre les deux côtes opposés du quarré soit égale 
à une ligne donnée. 

Soit ABCD {fig. 21 ) un quarré; il faut mener par son sommet A 
une droite A EF, de manière que la portion EF interceptée entre 
les côtés CD et BC ou leurs prolongements, soit d'une longueur 
donnée. 

ANALYSE. 

Menez F G perpendiculaire à AF, et par le point G où cette droite 
rencontre AB, menez sur BC prolongé la perpendiculaire GH; tirez 
de plus la droite EG. 

L’angle EFH est égal à FEC+ECF ; comme il est aussi égal à 
EFG + GFH, il est évident que les angles ECF et EFG étant 
l'un et l'autre droits, les angles CEF et GF H sont égaux; les 
triangles AED et FGH sont donc égaux, puisqu'ils ont tous leurs 
angles respectivement égaux , et que le côté A D est égal à H G ; 
il suit de-là que le côté AE est égal à F G. Mais les triangles EFG 
et EDG étant rectangles , EF* -t- ¥ G* = E G* = E D* + DG 1 , ou ce qui 
revient au même, ÊF* + AE , = ÊTr + UG'; or AE' = AD'+ÉD'; donc 
EF-+ÂD’+DË* =ËD’+ DGS d’où ËF’+ÂT)’= DG 5 . 

Par ce dernier résultat, il est clair que DG et conséquemment AG 
sont connus, puisque EF et AD sont donnés; comme l’angle droit 
AFG doit avoir son sommet situé sur la demi -circonférence qui a 
pour diamètre AG, ce sommet F ou F' est déterminé par l'intersec- 
tion de ce cercle avec BH; ainsi la droite A EF est connue. 

SYNTHÈSE. 



Prenez AI égal à la ligne donnée , menez DI et prolongez AD jus- 
qu’en G d’une quantité égale à DI ; sur AG décrivez un demi-cercle, 
et par le point F ou F' de son intersection avec BC, menez les 
droites AEF ou A E’ F'; la partie extérieure EF de cette ligne est 
égale à A I. 
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Pour le démontrer tirez F G, E G, et menez la perpendiculaire GH 
sur BF. Il est évident que ÊF’+FG’ = EÏ)'-t-DG‘; et comme FG est 
égal à AE, ËP-t-ÂË'= ETD’-fmF. Or Â¥' = ÂTJ + Ë1F et 1^=51 
= AU~ + ÂT; donc FF’-+-Â1>’+ETT' = ITr+ÂlF-t-ÂF, et parconsé- 
quent EF = AI. 

PROPOSITION XXII. 

PROBLÈME. 

Etant donnés la base AC ( fig . 22 ) d'un triangle, la hauteur BD et 
le rectangle des deux autres côtés, construire le triangle. 

A N a 1. y s E. 

Par les trois sommets du triangle ABC, faites passer un cercle, et 
tirez le diamètre BF ainsi que les rayons AE et CE. Le rectangle 
donné ABxBC étant égal à BDxBF, à cause des triangles sem- 
blables A BD, BFC, ce second rectangle est également connu; et 
puisque la hauteur BD est donnée, le diamètre BF,et par suite les 
rayons A E , C E , sont déterminés. Mais la base A C étant donnée , les 
trois côtés du triangle AEC sont déterminés, et il en est de même 
par conséquent du centre E et du cercle ABC F. De plus, la distance 
du sommet B à la base étant donnée, il est clair que cc sommet 
doit être situé sur une parallèle à AC menée à cette distance-là; le 
point B est donc connu par l’intersection de cette parallèle avec la 
circonférence A B C F. 

• synthèse. 

Sur BD construisez un rectangle équivalent au rectangle donné 
BF xBD; formez sur AC le triangle AEC qui ait les côtés AE et 
CE égaux chacun à la moitié du grand côté de ce rectangle; du 
point E avec le rayon EA décrivez une circonférence de cercle; sur 
A C élevez une perpendiculaire DB égale à la hauteur du triangle , 




ANALYSE GÉOMÉTRIQUE. Cl 

et par B menez à AC une parallèle qui rencontre la circonférence 
en B ou B'; ABC est le triangle demandé. 

Car d’abord sa hauteur est évidemment égale à la hauteur donnée, 
et de plus le rectangle AB x BC étant égal à BF x BD, est aussi égal 
au rectangle donné. 

PROPOSITION XXIII. 

PROBLÈME. 

Etant données l’hypothénuse d’un triangle rectangle, et la diffé- 
rence ou la somme des deux autres côtés, construire ce triangle. 

ANALYSE. 

Sur la base AB ,fig. , ou sur son prolongement, portez une 
distance BD ou BE, égale à la perpendiculaire BC; tirez CD ou CE. 

Les triangles CBD et CBE sont rectangles et isocèles, et par 
conséquent les angles D et E sont égaux chacun à un demi-angle 
droit. La somme AD des deux côtés AB et BC étant donnée, le 
point D et par conséquent la droite DC sont connus, puisque d’ail- 
leurs celle-ci fait avec DA un angle donné; ou bien si c’est la diffé- 
rence AE des deux côtés qui est donnée, alors le point E est déterminé, 
et la droite EC est connue de grandeur et de position. Dans l’un et 
l’autre cas, puisque l’hypothénuse AC est donnée, le point C doit 
se trouver sur l’arc de cercle décrit de A comme centre avec le rayon 
AC; ce point sera donc déterminé par l’intersection de ce cercle et 
de la droite CD ou CE. 

SY NTHÈSE. 

Prenez AD ou AE égale h la somme ou à la différence de AB et 
BC, menez DC ou EC faisant avec AD un angle égal à la moitié d’un 
angle droit; décrivez du point A comme centre et avec le rayon AC 
un cercle qui rencontre DC ou EC au point C, et par ce point abais- 
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sez la perpendiculaire CB; le triangle AC B satisfait aux conditions 
du problème. 

Car les triangles rectangles CBDct CBE sont évidemment iso- 
cèles, et par conséquent AD est égal à la somme, et AK à la diffé- 
rence des côtés AB, BC. 

PROPOSITION XXIV. 

• PROBLÈME. 

Trouver la construction du pentagone régulier ou du décagone(i). 

i° Tout polygone régulier peut être inscrit au cercle, et consé- 
quemment les angles formés au centre par les rayons menés aux 
différents sommets de la ligure, sont égaux chacun à la partie de 
quatre angles droits marquée par le nombre des côtés du polygone; 
donc l’angle au centre d'un pentagone est la cinquième partie de 
quatre angles droits. Mais un angle dont le sommet est à la circon- 
férence étant moitié de l’angle au centre dont les côtés coupent cette 
• circonférence aux mêmes points, il est clair que l'angle au sommet 
du triangle isocèle formé dans le pentagone par des droites menées 
de l’un des angles du polygone aux extrémités du côté opposé, doit 
être la dixième partie de quatre angles droits. Or, si ec triangle 
était connu, le problème serait résolu puisque l’on connaîtrait l’angle 
au centre du pentagone; la question de l’inscription du pentagone 
est donc ramenée à celle de construire un triangle isocèle dont un 
des angles est égal au dixième de quatre droits , ou au cinquième de 
deux droits. 

a° Il suit de- là que les angles à la base de ce triangle isocèle, 
doivent, réunis, être égaux au reste de deux angles droits, c'est-à-dire 
que chacun d’eux est les deux cinquièmes de deux droits. Le triangle 
cherché jouit donc de cette propriété, que chacun des angles à la 
base est double de l’angle au sommet. 



(i) Voyez Géométrie de M. Legendre, dixième édition , page m. 
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3° Cela posé soit ABC ( figure ) , un triangle isocèle, ayant 

les angles A et C doubles de l’angle B. Menez la droite CD qui coupe 
en deux parties égales l’angle ACB. L’angle BCD doit alors être égal 
à CBD,et par conséquent le côté CD est égal à BD. Mais, dans les 
triangles BAC et CAD, l’angle ABC est égal à ACD, l’angle CAB 
est commun, donc les angles restants BCA et CDA sont égaux; 
ainsi CDA est égal à CAD, et le côté AC est égal à CD. Les trois 
droites AC, CD et BD sont donc égales. De plus, puisque CD divise 
l'angle ACD en deux parties égales, BC: AC: ; AC: AD, ou bien AB 
:BD;;BD:AD. Ainsi la droite AB est partagée au point D en 
moyenne et extrême raison , c’est-à-dire que le quarré de BD ou 
AC, base du triangle isocèle, est égal au rectangle «lu côté AB et 
du segment restant AD. Il est évident par ce résultat que la diffi- 
culté de la question primitive est réduite à celle de partager une ligne 
en moyenne et extrême raison. 

4° Maintenant soit proposé de partager la droite AB {fig. a4bi6) 
en moyenne et extrême raison , c’cst-à-dirc de telle manière que BC . 
= B A x A C. Ajoutez aux deux membres de cette équatiôn le rect- 
angle B A x BC, et üc + B A x BC = B A x ACh B A x BC, ou bien 
BC ( B A i BC)=ïTv. Prolongez AB d'une quantité égale de B en 
D, il est évident que BC x CD = 01?. Prenez le milieu de BD en E; 
les droites CD et BC sont la somme et la différence de CE et BE; 
donc le rectangle CD x BC ou le quatre de B A est égal à l’excès du 
quarré de CE sur le «juarré de BE; ainsi C E’— B A’ + il !.' - Elevez la 
perpendiculaire B F = BA, et menez EF. 11 est évident que LE’ 
= B A’+BE*, et conséquemment EF =CE; EF étant donné, CE et 
BC le sont donc aussi. 

Li solution de ce problème rappelle une série des propositions les 
plus intéressantes de la Géométrie élémentaire (i). 



(i) On peut ajouter aussi que cette solution est très-propre à donner une idée 
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PROPOSITION XXV. 



P RO B LÊM E. 

Trouver les conditions necessaires pour la trisection de l’angle. 

Soit ABC (fig. a5) un angle dont ABD est le tiers. Du sommet B 
comme centre et avec un rayon arbitraire, décrivez un cercle, menez 
DF parallèle à AB, joignez le point F au point C, et prolongez CF 
jusqu’à la rencontre de AB en G. 

ANALYSE. 

Puisque la corde I)F est parallèle à AE, l’arc EF est égal à AD, 
et par conséquent l'angle EBF est égal à ABD, c’est-à-dire qu’il est 
la moitié de l’angle ÜBC. Or ce dernier angle est double de l’angle 
à la circonférence D FC ou de son égal BGF; donc les angles BGF 
et GBF sont égaux, et le triangle BFG est isocèle. 



exacte et nette du caractère qui distingue les solutions analytiques. On a vu d abord 
que le problème de trouver l'angle au centre du pentagone, se réduisait à la construc- 
tion d’un triangle isocèle dont les angles à la base sont doubles de l'angle au som- 
met; ensuite, par une chaîne de raisonnements, la recherche de ce triangle a été 
ramenée à la division d une ligne en moyenne et extrême raison. Enfin cette der- 
nière question a été résolue toujours en suivant la mémo marche qui est d'aller 
continuellement du composé au simp^. En supposant le problème résolu, on exa- 
mine quelles sont les relations que cette hypothèse établit entre les données et les 
inconnues, et on combine ces relations en tendant constamment à les simplifier 
de plus en plus jusqu'à ce qu 'enfin on soit arrivé à une relation assez simple pour 
qu’on en puisse déduire la valeur des quantités cherchées par des moyens déjà 
connus. Tel est l’esprit de la méthode analytique qu'il faut bien distinguer des 
formules et des calculs mathématiques, quoique dans ressortes de recherches l'ana- 
lyse soit employée d'une manière presque exclusive. Mais l'analyse n’est pas seule- 
ment applicable aux recherches relatives à la grandeur et à la durée; elle est aussi 
le meilleur moyen de parvenir à la vérité dans quelque genre de question que ce 
soit. 

( Note du traducteur y M. Comte. ) 
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Ainsi In solution du problème proposé demanderait qu'on put 
mener CFG, de manière que la partie extérieure F (j fût égale au 
rayon du cercle. 

Autre solution. 

Soit l’angle ABD {-fi g- 20 bis), le tiers de l'angle ABC. Elevez. la 
perpendiculaire DAC, achevez, le rectangle B A CE, prolongez les 
droites EC et BD jusqu a ce qu’elles se rencontrent en F, et menez 
CG faisant l’angle FC G égal à G FC. 

ANALYSE. 

Les angles FC G et G FC étant égaux, le côté GF est égal à CG, 
et chacun des angles précédents est la moitié de l'angle extérieur 
C GB. Mais puisque l'angle C B A est triple de ABD, il s’ensuit que 
CBG est double de ABD ou de son égal CFG; ainsi l’angle CBG 
est égal à CGB, et le côté BC est égal à CG. De plus, si des angles 
droits EBA et FCD, vous retranchez les angles égaux ABD et 
FCG, les angles restants EBD et G CD seront égaux; Mais EBD 
= BDA = CDF ; donc l’angle GCD est égal à GDC, et par consé- 
quent le côté GD est égal à GC. On voit par ce résultat que les 
quatre droites BC, GC, GD et GF sont toutes égales. Doue DF, 
segment extérieur de la ligne cherchée B F, est double de la diago- 
nale Bfc du rectangle ABEC. 

Scholie. Telles sont donc les conditions finales desquelles dépend 
la trisection d’un angle. Mais de les accomplir en général, cela passe 
les forces de la Géométrie élémentaire. A la vérité , dans un très-petit 
nombre de cas particuliers, la trisection d’un angle peut s’effectuer 
en n’employant que la ligne droite et le cercle. Ainsi, lorsque l’angle 
proposé est la moitié d’un droit, le problème peut être résolu de 
la manière suivante. Prolongez BE (fig. 20 ter), de manière que BH 
= 2BC,menez AH, prolongez B A d'une quantité AI = AH, et 
II" Suppl. 9 
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sur B I décrivit un demi-cercle ; il sera rencontre en F par le prolon- 
gement de EC, et si vous tirez B F, l'angle ABF ainsi forme sera le 
tiers de ABC. 

Ce dernier résultat peut être démontré directement par un simple 
examen de la construction. Car ÏÏ7T = 4îî<-' = 8 B A', et aT = TTlT’ 
+ BA’ = 9 HA’; donc AI = 3BA,BI = 4BA,etOI = 2BA. Abais- 
sez maintenant la perpendiculaire FL, prolongez- la dune égale 
quantité au-dessous de BI, et menez OF et OM. Il est évident 
que les droites OF et OM sont égales, et que FM = aBA; or OF 
= O I = a B A ; donc OF = OM=FM = aBA; donc le triangle 
FOM est équilatéral, et l'angle FOM est par conséquent les deux 
tiers d’un angle droit. II suit de- là que l’angle FOL est le tiers 
d’un droit, et que ABF qui est évidemment la moitié de FOL, 
est le sixième d’un droit. 

PROPOSITION XXVI. 

PROBLÈME. 

Déterminer les conditions auxquelles on doit satisfaire pour insérer 
deux moyennes proportionnelles (i) entre deux ligues donuées. 

Supposez que les côtés AB et AC {fig aG) du rectangle ABCD 



(i) On entend par moyennes proportionnelles entre «leux lignes données, des 
lignes telles qu elles forment les moyens d'une proportion continue dont les ex- 
trêmes sont les ligne» données. Si l’on appelle x ct r les deux droites cherchées , 
a et b les deux droites données , il faut qu'on ait 

a:x :: 

Cette proportion fournit évidemment deux équations 

x’ = ay, y = bx 

desquelles on peut déduire par l’élimination 

x’ — a.’b, y =ab’. 

Si l’on suppose que b = an, alors *’ = îa 1 , c’est-à-dire que le cube construit 
avec U ligne cherchée est double de celui qui a pour arête la ligne donnée. Ainsi 
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soient les deux extrêmes d’une proportion continue qui a pour 
termes moyens DE et AG, en sorte qu'on ait AB;DE::DE:AG 
::AG:AC. 

A N A LYSE. 

Mene/ CE et CG. Les triangles DCE et ACG Sont semblables, 
car ils sont tous deux rectangles, l’un en D, l’autre en A, et de plus 
AB ou CD: DE: : AG: AC; les angles DEC et ACG sont donc égaux, 
et par conséquent ECG forme une ligne droite. Tirez les diagonales 
BC, AD, et joignez leur intersection O avec les points E et G. 
Puisque les triangles BOD et BOA sont isocèles, t)É’ = Oü’ + BE 
x ED (a), et ÔG’==ÔÂ‘+BGx G A. Or, BG:BE: ;GA:AC::ou DE 
:G A, donc BGxGA = BE x DE; de plus OA = OD, ainsi OE 
=OG,ct le point O est également distant des points E et G. Il résulte 
de-là que si on circonscrivait un cercle au rectangle donne , le seg- 
ment intercepté EC serait égal à GH. 

Première solution. 

Le problème sera donc résolu si l’on peut mener par le point C 
une droite ECG telle que la distance OE soit égale à O G, ou que 
les parties EC, G H, extérieures au cercle, soient égales. 

Deuxième solution. 

La première partie de la construction restant la même, et après 
avoir démontré que le rectangle B E x E D est égal BGxGA, partagez 

le problème de la duplication du cube n'est qu'au cas particulier de la question 
qui nous occupe. En général il no peut pas être résolu avec la règle et le com- 
pas ; niais on en peut avoir une solution numérique aussi approchée qu’on le desire, 
et cette solution peut être construite par l'intersection des deux parabole* qui ont 
pour équations x’ = ay ^ y = ,s, t . 

(a) Ayant abaissé la perpendiculaire 01 sur BD, on a ôk‘=<jT'-+- IE‘; 

O d’ = îfî‘ + ïü’ j donc 6 1 = <5 d’ + Ïï* — nî' = 5"ü > + C I E-t-I D) (IE — ID.) 
= ôB’ + BExED. 
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BD en deux parties égales au point F [fi g. a (J bis)\ il est évident que 
BRx F.D + ÏÏP ou FF’=BG x GA-t-üF. Construisez maintenant sur 
AB le triangle isocèle BKA, dont les côtés K B, K A soient égaux 
chacun à DF, et menez la droite G K ; alors B G x G A-t- AK.’ = G K.* 
et conséquemmmcnt G K = EF. Mais par hypothèse, A B: DE: ;DE 
:GA::GA:AC, donc AB:GA::DE:AC, ou aABiGA.-aDE: AC; 
si vous tirez la ligne C F et que vous la prolongiez jusqu’à la ren- 
contre de AB en L, le triangle BKL ainsi formé sera égal à CFD, 
et CD ou AB = BL. Ainsi AL:G A;;aDE:AC ou BD, ou;;DE 
!;BD; il suit de - là que G L:G A ; ; EF: DF. Tirez la droite LK , 
et menez-lui la parallèle AM; alors GL:GA:;GK:GM, d’où EF 
DF;;GK:GM ; mais EF = G K, donc DF=GM. Il suit de ce 
résultat que la droite LK et sa parallèle AM sont connues de posi- 
tion , puisque les points F, L et K sont évidemment donnés. 

Le problème se trouve donc réduit à mener par le point K une 
droite K MG, telle que la partie MG interceptée entre AM et B A 
prolongé soit égale à la moitié du côté donné AC. 

. Troisième solution. 

Supposez toujours que les deux lignes à angles droits AB et AC 
(Jig. afi/er) soient les extrêmes de la proportion continue; prenez sur 
les prolongements de AC et de AB deux points D, E tels que AB 
:AD;:AD:AE::AE:AC. Alors Â^= AD x AC; donc le point E 
se trouve sur la demi-circonférence dont CD est le diamètre. Menez 
DE, prolongez DB jusqu’à la circonférence, et élevez le rayon IF 
perpendiculairement sur DC. Puisque AB:AD: ; AD; AE, et que 
l’angle DAE est commun aux deux triangles B AD et DAE, ces 
triangles sont semblables; par conséquent l'angle ADB est égal à 
AED, et l’aie CG est égal à DE; d'où il suit que l'arc FG est égal 
à FE, et que le segment IH du diamètre est égal à IA, ou que l’o- 
blique GL est égale à LB. 
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La solution du problème dépend donc de la condition que GD ait 
son segment GL égale à LB, ou que les perpendiculaires E A et G H 
soient également distantes du centre. Le rapport de Kl à IC est 
évidemment le même que celui de AB à AC. Par conséquent après 
avoir décrit un demi-cercle du rayon I C , si l’on pouvait mener par 
le point B une droite BD, telle que la partie B G de cette droite 
comprise entre la circonférence et la ligne CKM tirée par l’autre 
extrémité du diamètre, fût partagée en deux parties égales par le 
rayon IF, le problème serait résolu; car si l’on prend AN = AD, et 
que l’on tire CN rencontrant IF en O, il est manifeste, d’après ce 
qui précède, que les droites IK, IO,IL,et IC forment une propor- 
tion continue. 

PROPOSITION XXVII. 

Le problème suivant étant supposé résolu , si l’on a (fig. 27 ) : 
3 ÂxP=Â"E' + El? tTF' ; l’angle CEGdu triangle CEG est déterminé. 

PROBLÈME. 

Dans le demi-cercle A B D {fig. 27 ), la demi-corde EF et le rayon 
CD étant à angles droits sur AB, on propose de mener la droite 
AG, de telle manière que 3 AG' = /Tfc’+EB'-t-ËF*. 

Solution. 

Inscrive* dans le cercle une corde B H égale au rayon, tirez AH, 
et menez à cette droite la parallèle EG qui rencontre CD en G; 
alors si vous menez A G , 3 ÂG- sera égal à Â17+ÊK’-l-Ë¥'. 

En effet les triangles AH B et ECG étant évidemment semblables, 
AB:BH;;EG:CG; mais AB = aBH, donc EG = aCG. Ainsi ÈG* 
= 4 cG’i et Et? = 3 ctF; par conséquent 3 ÂcT’ = 3ÂC*+ËC* = a Ât? 

+ a E c*+ A c — Et?. Maintenant à cause de A C == D * A et EC= 

EB — AE ’ 

, îAli'+2EC'=:A E’-4-EB', et AC* — EC' = EF', donc 3 âG' 

= ÂT'+ËF'-i-Eb'. 
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PROPOSITION XXVIII. 



Si l'un des angles d’un triangle est donne, l’excès du quarré de lu 
somme des côtés qui comprennent cet angle, sur le quarré de la base, 
a un rapport déterminé avec l’aire du triangle. 

Soit ABC {fiç- 28 ) un triangle dont le côté AB est prolongé d’une . 
quantité BD = BC; l’excès du quarré de AD sur celui de AC est 
dans un rapport déterminé avec l’aire du triaugle. 

ANALYSE. 

Menez AF. parallèle à BC, et rencontrant CD prolongé en E; du . 
point B abaissez la perpendiculaire B F, et tirez la droite BE. 

Le triangle CBD étant isocèle, l'angle CDB est égal à DCB, et 
par conséquent à CEA; le triangle DAE est donc aussi isocèle. Il 
s’ensuit que AD’ = AC’+DC x CE, ou AD’ — ÂC*=DCxCE. De 
plus puisque AE est parallèle à BC, le triangle ABC est équivalent 
à EBC, c’est-à-dire à la moitié du rectangle B F xCE. Conséquem- 
ment l'excès du quarré de AD sur le quarré de AC est à l’aire du 
triangle ABC, comme DCxCEestà^BFxCE^u comme DC est 
à 7 B F, ou bien encore comme 4 DF est à B F. Mais l’angle donné 
A B C étant égal à CDB + BCD, est double de chacun de ces angles; 
donc l’angle B DF est connu; d’où il résulte que le triangle rectangle 
BD F est déterminé d’espèce, et que le rapport de DF à B F est 
connu : il en est donc de même du rapport de 4DF à BF, ou de 
l’excès du quarré de A D sur celui de AC à l’aire du triangle. 

SYNTHÈSE. 

En conservant la même construction, il est clair que DCxCE 
:BF xCE:;DC:BF, mais D C x C E = AD’ — AC’, et BF x C F. est le 
double de Faire du triangle ABC; donc 2 DC est à BF, comme 
l’excès du quarré de A D sur le quarré de AC est à Faire du triangle 
ABC 
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DÉFINITION. 

XI N e quantité variable qui dérive d'une quantité constante, ou qui 
en dépend par quelque relation assujétie à une loi déterminée, est 
renfermée nécessairement entre certaines limites extrêmes. Quand 
elle a acquis la plus grande valeur possible, on dit quelle a atteint 
son maximum ; et quand elle se resserre dans ses plus petites dimen- 
sions, elle est à l’état de minimum. 

PROPOSITION PREMIÈRE. 

PROBLÈME. 

Par un point donné, ‘mener une droite qui intercepte sur deux 
parallèles données, des segments qui aient entre eux un rapport 
donné. 

Soient AB et CD {fig. t,pl- a ) deux parallèles sur chacune des- 
quelles on fixe un point P et O; il faut mener, par un autre point 
donné E, une droite EF telle que PG soit à O F dans un rapport 
donné. 

ANALYSE. 

Menez PO, et prolongez cette droite jusqu'à sa rencontre avec 
EF en I. 

Puisque PG et O F sont parallèles, PI: OI :: PG :OF, mais le rap- 
port de PG à OF est donné; celui de PI à OI et celui de PO à 
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OI le sont donc aussi, d'où il suit que O I et le point I sont connus, 
puisque PO est donne, donc 1EF et les segments PG et OG sont 
déterminés. 

SYNTHÈSE. 

Prenez PK = M et OL=N, tirez les. droites KL, PO, et pro- 
longez-les jusqu’à leur point de concours I ; joignez ce point avec F. 
par la droite IEF; PG et OF sont les segments cherches. 

Car les parallèles A B et C D étant coupées en parties proportion- 
nelles par les droites I K , I P et I G , le rapport de PG à OF est égal 
à celui de K P à O L ou de M à N. 

Si M = N , le point I se trouve situé à l'infini , et EF devient évi- 
demment parallèle à OP. 

Si les droites KL et PO concourent au point donné E, le pro- 
blème est indéterminé, c’est-à-dire qu’il admet une infinité de solu- 
tions; et en effet, dans ce cas, les segments PG et OF interceptés 
par une ligne quelconque passant au point E, sont dans le rapport 
donné. 

PROPOSITION II. 

PROBLÈME. 

Deux droites qui se coupent étant données de position, mener, 
par un point donné, une droite qui détermine sur elles des segments 
dont le rapport soit égal à un rapport donné. 

Soit proposé de mener par le point D (fig. 2 ), la droite EDF 
telle que AE soit à AF comme M est à N. 

ANALYSE. 

Par D menez à AE la parallèle DG, qui rencontre AC ou son 
prolongement en G. 

Les triangles EAF et DGF étant semblables, AE:AF: ;G D:GF; 
mais le rapport de AE à AF est donne, celui de GDà GF l’est 
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donc aussi. Et puisque G D et le point G sont évidemment connus, 
il en est de même de G F et du point F. 

SYNTHÈSE. 

Sur AB et AC prenez des distances AK = M, et AL = N, tirez 
KL et menez par le point D à cette droite la parallèle DEF; AE 
et AF sont les segments demandés. 

Car les parallèles EF et KL coupent en parties proportionnelles 
les droites AB et AC, et le rapport de AE à AF est le même que 
celui de AK à AL ou de M à N. 

PROPOSITION III. 

PROBLÈME. 

Deux droites qui se coupent étant données, mener par un point 
donné une droite qui détermine sur chacune d’elles des segments 
qui aient un rapport donné; ces segments étant comptés, pour la 
première à partir du point de concours, et pour la seconde à partir 
d’un point donné. 

Soient AB et AC (_ fig . 3) deux droites qui se coupent; il faut, 
par le point D, mener EDF de manière que AE soit à O F comme 
M est à N. 

ANALYSE. 

Menez DG parallèle à AE, et rencontrant AC ou son prolonge- 
ment en G; prenez un point H tel que AE:GD;;OF:OH. Le rap- 
port de AE à OF étant connu, celui de GD à OH l'est donc aussi; 
et puisque G D et le point O sont donnés, il en est de même de OH 
et du point H. A cause des parallèles DGetAE,AE:GD:;AF:GF, 
donc OF:OH ; ; AF:GF ; d'où il suit que FH:OH: : AG:GF, et 
GFxFH = AG x OH. Mais AG et OH sont tous deux connus, 
donc le rectangle des segments GF et F H dont la différence est 
II' Suppl. io 
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connue, est déterminé; le point I' et la droite ED le sont donc 
aussi. 

SYNTHÈSE. 

Prenez le point H de manière que G D:OH ; ; M:N, et cherchez sur 
GH prolongé un point F tel que le rectangle GFx FH soit égal à 
AG x OH; menez EDF, et les segments AE, O F sont dans le rapport 
de M à N. Car GF x FH == AG x OH, donc FH:OH:; AG:GF, et 
OF:OH : : A F: GF; mais AE:GD; : AF; GF. par conséquent AE:OF 
: : G D : O H, c’est-à-dire ; : M : N. 

PROPOSITION IV. 

PROBLÈME. 

Deux droites qui se coupent étant données, mener par un point 
donné une ligne telle que les distances des points où elle rencontre 
les deux premières à deux autres points donnés sur celles-ci , soient 
dans un rapport également donné. 

Soient A B, AC ( Jîg . 4 ) deux droites qui se coupent; il est ques- 
tion de mener par le point D la droite EDF de manière que PE 
soit à O F comme M est à N , les points P et O étant donnés. 

ANALYSE. 

Tirez DP qui rencontre AC en I , et par le point I, menez IK pa- 
rallèle à AB, qui coupe EF en K. 

Puisque les points P et D sont donnés, la droite PD est donnée 
de position, et par conséquent le point I et la droite IK sont éga- 
lement déterminés. Mais PE:IK:;PD:ID, donc le rapport de PE 
à IK est connu, puisque PD et ID sont données; d’ailleurs le rap- 
port de PE à OF étant donné, celui de IK à OF l’est aussi; donc 
au moyen de la proposition précédente, la position do la droite EDF 
sera déterminée. 
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SYNTHÈSE. 

Tirez PD et menez IK parallèle à Ali; prenez une ligne IK=L 
telle que le rapport de M à L soit égal a celui de PD à I D, et menez, 
par la proposition précédente, la droite K D F de telle manière que 
I K soit à O F comme L est à N ; alors PE et O F seront les segments 
cherchés. 

Car PE:IK::PD:ID::M:L, et IK:OF:;L:N; donc PE:OF 
PROPOSITION V. 

PROBLÈME. 

Etant donné deux parallèles et une droite qui les coupe, mener, 
par un point de cette sécante, une autre droite telle que les segments 
interceptés sur les parallèles entre elle et la sécante, forment un 
rectangle donné. 

Soient AB, CD deux parallèles (Jig. i5), et O PG une sécante; 
on propose de mener par le point G, la droite GFE qui intercepte 
deux segments OE et PF, dont le rectangle soit égal à un rectangle 
donné. 

ANALYSE. 

Puisque A B et C D sont parallèles ,GO:GP:;OE:PF, et par consé- 
quent G O : G P ; ; oT? : P F X O E ; or GO et GP sont donnés, donc le 
rapport de 0"E i à PF x O E l’est aussi; mais le rectangle P F x O E est 
également donné, d’où il suit que le quarré de OE, et OE lui-même 
sont déterminés. 

SYNTHÈSE. 

Portez sur GO de G en I une moyenne proportionnelle entre GO 
et GP, menez IK parallèle à AB et CD, et faites cette droite IK 
d’une longueur telle que son quarré équivaille au rectangle donné ; 
tirez la droite EKFG, c’est la ligne demandée. 



10. 
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Car les droites OE, IK et PF étant parallèles, OG:IG;;OE:IK, 
et PG:1G::PF:IK; en multipliant ces proportions par ordre, on 
en déduit que OG x PG:îg"*: :OE x PF:Î1T*, mais OGxPG = ig ; , 
donc OE x PF =ÎK\ 

PROPOSITION VI. 

PROBLÈME. 

Par un point donné, mener une droite qui intercepte sur deux 
parallèles données-, et à partir de deux points donnés deux segments 
dont le rectangle soit égal à un rectangle donné. 

Soient AB et CD (_/%■. 6,/?/. a ) deux parallèles sur lesquelles on 
donne les points O et P; il est question de mener par le point G 
une droite GFE, telle que les segments OE et PF forment un 
rectangle donné. 

A N A l i s E. 

Menez GO et GP qui rencontrent CD et AB en I et H. Ces 
deux points sont connus, puisque les points P, O et G étant donnés, 
les droites GIO et GP H sont données de position. Comme AB est 
parallèle à CD, il est clair que GP:GH: ;PF:HE, ou ce qui revient 
au même GP:GH:;PFxOE:HExOE. Maintenant GP et GH 
étant donnés, leur rapport l’est aussi; il en est donc de même du 
rapport de PFxOE à H E x OE ; le premier de ces deux rectangles 
étant donnés, le second est donc connu; comme de plus la diffé- 
rence de HE à O E est donnée , il est évident que le point E est dé- 
terminé, et conséquemment la droite cherchée EFG. 

SYNTHÈSE. 

Menez GO et GP; Portez de H en K une droite H K qui forme 
avec GP un rectangle égal au rectangle donné; cherchez ensuite sur 
le prolongement de HO un point E tel que le rectangle HExOE 
soit égal à H G x H K ; la droite qui joint ce point au point G, est la 
droite cherchée. 




Car HE:PF:;HG:GP, d’où HExOE:PFxOE:;HGxHK 
:GPxHK; mais par construction le rectangle HExOE est e'gal à 
GH x H K, donc PF x OE est égal à GP x H K, c’est-à-dire au rect- 
angle donné. 

PROPOSITION VII. 

PROBLÈME. 

Deux droites qui se coupent étant données, mener, par un point 
donné , une troisième droite telle que les segments quelle détermine 
sur elles à partir de leur point de concours, forment un rectangle 
donné. 

Soient AB et AC (fig. 7 ) les deux lignes données; on propose de 
mener, par le point D, la droite DFE de manière que le rectangle 
des segments A E , AF, soit égal à un rectangle donné. 

ANALYSE. 

Menez HD parallèle à AB, et prenez le point I de manière que 
DHxAI équivaille au rectangle donné. 

Puisque AExAF = DHxAI,AE:DH:;AI:AF, mais d’un autre 
côté, AE:DH; : AF:FH, donc AF:FH:: AI:AF, d’où il résulte que 
AH: AF; ;I F: AI, et par conséquent AHxAl=AFxIF. Or AH 
et DH sont au nombre des données; donc AI est connu, ainsi que 
le rectangle A F x IF. La question se réduit donc à partager au point F 
la ligne donnée A I de manière que le rectangle des deux segments 
soit équivalent à un rectangle donné, problème qui a déjà été résolu. 

SYNTHÈSE. 

Menez DH parallèle à AB, déterminez le point I par la condition 
que DHxAI soit égal au rectangle donné , et divisez A I de manière 
que le rectangle des segments AF, FI, équivaille au rectangle AI 
x AH; EDF est la droite cherchée. Car par construction AF xIF 
—AI x AH, donc A H: AF : :1F: AI , d’où AF:FH:;AI:AF; mais. 
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d’ailleurs, AF:FH::AE:DH, par conséquent AK:DH;:AI:AF, et 
A E x A F = D H x A I. 

PROPOSITION VIII. 

PROBLÈME. 

Par un point donné, mener une droite telle que par son inter- 
section avec deux droites données qui se coupent, elle forme un 
triangle d'une aire donnée. 

Soit proposé de mener par le point D (_/?£•. 8 ), la droite EDF 
qui coupe les droites AD, AC de manière que le triangle A EF soit 
équivalent à un espace donné. 

ANALYSE. 

Menez DI1 parallèle à AB, abaissez sur AC les deux perpendicu- 
laires ES et DT, et prenez le point I de manière qu'un triangle qui 
aurait AI pour base et DT pour hauteur, fût équivalent à l'espace 
donné. 

Puisque les rectangles ESx AF et DT x AI sont chacun double 
des triangles A EF et ADI, ils sont équivalents, et par conséquent 
ES:DT : ; A I: AF. Mais les triangles AES et HDT étant évidemment 
semblables, AE:HD : :ES:DT, d'où AE:HD::AI:AF et AExAF 
=HD x AI. Maintenant H D et conséquemment AI sont donnés; donc 
le rectangle AE x AF est connu , et, par la dernière proposition, on 
peut déterminer la droite EDF. 

S Y N T H ÈSE. 

Menez DH parallèle à AB, abaissez la perpendiculaire DT, parta- 
gez-Ia en deux portions égales au point R, et prenez A I de façon que 
le rectangle DRxAI soit équivalent à l’espace donné; ensuite, par 
la proposition précédente, menez EDF telle que le rectangle AE 
x A F équivaille à DH x Al. 

Ayant abaissé la perpendiculaire ES dont Q est le milieu, il est 
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clair que les triangles AES et HDT sont semblables; donc AExAF 
:DHxAI;;QSx A F; RT x AI; mais le rectangle AExAF = HD 
x AI, par conséquent QS x AF = RT x AI, ce qui démontre que le 
triangle A E F est équivalent à l’cspacc donné. 

Ce problème est susceptible d'une construction simple, dans le 
cas oii le point D se trouve dans l’angle aigu formé par les droites 
AB et AC. En effet menez DG parallèle à AC, et faites le parallé- 
logramme AGKI équivalent à l’espace donné. 

Puisque le parallélogramme AGKI et le triangle A EF sont équi- 
valents, si vous les retranchez l’un et l’autre du polygoue AEDKLF, 
les triangles restants GED-t-ILF d’une part, et DLK de l’autre, 
seront équivalents ; mais ces triangles supplémentaires étant formés 
par des lignes parallèles, sont évidemment semblables, et par consé- 
quent GD et I F étant les côtés d’un triangle rectangle, DK en sera 
l’hypothénuse , puisque les aires des triangles semblables sont entre 
elles comme les quarrés des côtés homologues; donc ÏTO’ -H IF’ =ÜkT’, 
ou ïT* = HT* — ÂH’. Or AH et HI sont donnés, donc IF est dé- 
terminé. 

SYNTHÈSE. 

Construisez le parallélogramme AGKI équivalent à l'espace donné, 
menez DH parallèle à AB, sur HI décrivez un demi -cercle dans 
lequel vous porterez la corde HSI égale à AH, menez IM, et faites 
IF ou I F' = I M ; EDF ou E'DF' est la base du triangle cherché. 

En effet, le triangle II M I étant rectangle, il est clair que 
+ ÏÏF, ou bien DK' = G"ÏÏ : +n fi ; de ce résultat et de la similitude 
évidente des triangles DLK, G ED, et IL F, ou DL'K,GE'D, 
IL' F', on déduit que le triangle DLK est équivalent à la somme 
des triangles G ED et IL F, ou I)L'K' à celle des triangles G E' D et 
I LF'. En ajoutant de part et d’autre l'excès du parallélogramme AK 
sur le triangle DLK, il en résulte que le triangle AEF ou AE'F' est 
équivalent au parallélogramme AK , c’est-à-dire à l’espace donné. 
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PROPOSITION IX. 
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PROBLEME. 

Doux droites qui se coupent étant données, mener par un point 
donné une autre droite qui détermine sur elles deux segments dont 
le rectangle soit égal à un rectangle donné; ces segments étant 
comptés, l’un à partir du point d’intersection des droites données, et 
l'autre à partir d’un point fixe sur l’une de ces droites. 

Soit proposé de mener EDF (Jig. 9 ) , de manière que le rectangle 
AE xOF, soit égal à un rectangle donné. 

ANALYSE. 

Menez DH parallèle à AB, et prenez OI de façon que le rectangle 
DHxOI, équi vaille à l’espace donné; OI et le point I sont par 
conséquent donnés. Et puisque AExOF = DHxOI, il s'ensuit 
que AE:DH : :OI;OF; mais d’un autre côté, AE:DH;;AF:FH, 
donc AF:FH:;OI:OF. De cette proportion il résulte que AF:AH 
:;OI:FI, et que A F x FI = AH x OI; Ainsi AI et le rectangle de 
ses segments AF, FI, sont donnés ; donc on peut déterminer le point 
F, et par conséquent la droite EDF. 

SYNTHÈSE. 

Après avoir mené D H parallèle à A B , et avoir fait le rectangle 
DHxOI équivalent à l’espace donné , partagez AI en F ou en F', 
de telle manière que le rectangle de ses parties soit égal à A H x O I ; 
EDF 1 , ou E'DF', sera la ligne cherchée. En effet, AFxFI étant 
égal à A H x O I , il en résulte que A F : A H ; : OI : I F, d’où A F; F H 
::OI:OF; mais d’ailleurs, AF : F H : : A E : D H , donc A E : D H 
• '.O I ; OF; ainsi le rectangle AExOF est égal à DH x OI , c’est-à- 
dire au rectangle donné. 
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PROBLÈME. 

Deux droites qui se coupent étant données , ainsi qu’un point sur 
chacune d’elles, mener, par un autre point donné, une troisième 
ligne qui détermine sur les deux premières, et à partir de chacun 
des points donués sur elles , des segments dont le rectangle soit égal 
à un espace donné. 

Soit proposé de mener EDF (Jig. 10 ) de manière que le rectangle 
O F x P E équi vaille à un rectangle donné. 

ANALYSE. 

Menez la droite DO, et par le point de son intersection avec AB, 
menez QR parallèle à AC. 

Puisque DO:DQ:;OF:QR, il s’ensuit que DO:DQ;:OFxPF, 
:QR x PE; mais DO et DQ sont évidemment donnés, il en est donc 
ainsi du rapport de O F xPE à QRxPE; le premier de ces rectan- 
gles étant donné, le second est donc «^terminé. Si l’on observe de 
plus que la droite QR étant parallèle à AC, elle est déterminée de 
position, on verra que le problème revient à celui que nous a vous 
résolu en dernier lieu. 

SYNTHÈSE. 

Tirez la droite DQO, menez à AC les parallèles DH et QR, et 
prolongez DH en S jusqu’à la rencontre de OS, parallèle à AB 
menée par "le point O; ensuite prenez PI de manière que le rect- 
angle DSxPI équivaille à l’aire donnée, et cherchez, par la der- 
nière proposition IX, un point E sur le prolongement de P I, qui soit 
tel que Q R x P E soit égal à D H x P I ; E F D est la droite cherchée. 

Car, DQ:DO; :DH;DS; :QR:OF, donc DHxPI:DSxPI;;PE 
xQR:PExOF; mais DHxPI =PExQR, par conséquent le 
//' Suppl. 1 1 
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rectangle DS x PI, c’est-à-dire l’espace donné équivaut au rectangle 
P E x O F. 

PROPOSITION XI. 

PROBLÈME. 

Partager une ligne donnée en deux portions telles que le quarré 
construit sur l'une soit équivalent au rectangle construit avec l’autre 
et avcc-une ligne donnée. 

Soit proposé , ftg. 1 1 , de partager A B au point C , de manière 
que le rectangle G x AC équivaille au quarré de CB. 

ANALYSE. 

Prenez BD = G, et puisque ACxG — cTf', il est clair que AC 
:CB: ;CB:BD; donc AB:CB: ;CD:BD, d’où AB xBD = CBxCD. 
Le rectangle AB x BD est donné, donc il en est de même de CB x CD; 
comme de plus la ligne BD est donnée, il est évident qu'on pourra 
déterminer la position du point C, (voyez proposition XIII , livre 
1", page 46 ). 

* SYNTHÈSE. 

« 

Après avoir fait BD = G, déterminez un point C tel que le rect- 
angle C B x C D soit équivalent à A B x B D ; C sera le point de division 
cherché. Car on aura évidemment AB:CB : ;C D:BD, d’où A C:CB 
:;CB:BD, et AC. BD = üF. 

PROPOSITION XII. 

PROBLÈME. . 

Diviser une ligne donnée en deux portions telles que le quarré 
de la première soit dans un rapport donné avec le rectangle construit 
sur la seconde et sur une droite donnée. 

Soit proposé de déterminer sur AB (Jîg. 8 ) un point C tel que 
AC x G soit à c"EF comme M est à N. 
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ANALYSE. 

Prenez une quatrième proportionnelle H aux droites données M, 
N, G. Vous aurez alors ACxG:cB’::G:H, donc CB'=ACxll. 
Ainsi le problème est ramené au précédent. 

SYNTHÈSE. 

Ayant pris la ligne H comme ci-dessus, divisez AB par la dernière 
proposition, de façon que AC x H soit égal à CB’. Il est clair qu’alors 
A C x G : cïf : : M : N ; car AC x G : AC x H ou cl? : : G : H ou : : M : N. 

PROPOSITION XIII. 

P RO B I.É M E. 

• 

Etant donnés trois points sur une même ligne droite, on propose 
d'en trouver un quatrième tel que le rectangle fait avec sa distance 
au premier point et une ligne donnée, soit équivalent à celui qui 
aurait pour côtés ses distances aux deux autres points. 

Il est question de trouver un point D {fig- i3) tel que AD x G 
= CD x BD. 

ANALYSE. 

Faites BE — G; puisque AD xG = CBx BD, il s’ensuit que AD 
:CB:;BD:BE, d’où AC:CD: ;DE:BE, et AC xBE = CDxDE. 
Le rectangle ACxBE étant évidemment donné, il en est de même 
pour celui des segments CD, DE dont la différence CE est aussi 
connue. Par conséquent le point D est déterminé. 

s Y NT H È SE. 

. Après avoir fait BE = G, partagez CE en D de manière que CD 
xDE = ACxBE; D est le point cherché. 

Car AC:CD;;DE:BE, d’où AD:CD;:BD:BE, et AD x BE ou 
AD x G=CD xBD. 



ii. 
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PROPOSITION XIV. 

PROBLÈME. 

Etant donnes trois points sur une même ligne droite, on propose 
d’en trouver un quatrième tel que le rectangle fait avec sa distance 
au premier point et une ligne donnée soit dans un rapport donné 
avec celui qui aurait pour côtés ses distances aux deux autres points. 

Il est question de trouver un point D {/ig. i4) tel que ADxG 
soit à CD x B D comme M est à N. (i). 

ANALYSE. 

Prenez une ligne II quatrième proportionnelle à M, N, G, vous 
aurez. ADxG:CDxBD"G:H, et par conséquent A D x H = C D 
x BD; maintenant le point D sera déterminé par la proposition pré- 
cédente. 

S Y N T H ES E. 

Ayant pris H comme ci-dessus, cherchez par la dernière proposi- 
tion un point D tel que C D x B D = A D x H ; ce sera le point cherché ; 
puisque ADxG:ADxH ouCDxBD;;G:H ou ; ; M : N. 

PROPOSITION XV. 

PROBLÈME. 

Etant donnés trois points sur une même ligne droite , on propose 
d’en trouver un quatrième tel que le quarré de sa distance au pre- 
mier soit égal au rectangle de ses distances aux deux autres. . 

Il faut trouver un point D {fig. i5 ) tel que AU* = CD x BD. 

Premier cas. Quand le point D est entre A et B. 

ANALYSE. 

Puisque AD’ = CD x BD, il s'ensuit que CD:AD::AD:BD, d'où 



(i) Le lecteur est prié de faire les figures relatives aux propositions i4 cl i5. 
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AC:AD: : AB:BD, ou bien AC:AB; ;AD:BD. Mais le rapport de 
AC à AB étant donné, celui de AD à BD l'est également; comme 
d’ailleurs AB est donné, il est facile de déterminer le point D. 

SYNTHÈSE. 

Divisez AB en .deux parties qui soient entre elles dans le rapport 
de A C à A B , et le point de division D satisfera aux conditions du 
problème. 

Deuxième cas. Quand le point D est entre B et C (_/%■- i5 ). 

ANALYSE. 

Faites DE= AD, et puisque aü'= CD x BD, il est clair que CD 
:AD ou DF.;;AD:BD, et par conséquent CE:DE;;AB:BD ou 
CE:AB; ;DE:BD; ;aDE ou AEraBD, ou bien encore CE:AB 
::CE+AE ou AC;ABh aBD ou BE, et conséquemment CExBE 
= ABxAC. Le second de ces rectangles étant donné, le premier 
l’est pareillement, et puisque d’ailleurs BC est connu, il est facile 
de déterminer le point E, et par suite le point D milieu de AE. 

SYNTHÈSE. 

Partagez BC au point E en deux portions telles que CExBE 
= ABxAC, et prenez le milieu D de AE; vous aurez alors a D’ 
= CD x BD. 

En effet, puisque CE xBE = ABxAC, il est évident que CE 
; A B ; ; A C : B E, d’où CE:AB;;AE:aBDou;;DE:BD; ainsi en chan- 
geant l'ordre des moyens, CE:DE: : AB:BD , et par conséquent 
CD: D E ou AD; ; AI):BD ; donc enfin CD x BD = ad*. 

Ce dernier cas est évidemment sujet à une limite au-delà de laquelle 
le problème deviendrait impossible; car le rectangle AB x AC étant 
égal, par construction, au rectangle CE x BE, il ne doit pas excéder 
la plus grande valeur dont ce dernier est susceptible , c’est-à-dire le 
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quarré de BC. La limite a donc lieu quand le point E coïncide 
• avec O milieu de BC; alors il arrive que A B x AC = BO’ ou bien 
que A B x A C + DÔ’ = aBÔ 5 = AÔ’; par conséquent AO est la diago- 
nale du quarré décrit sur BO. Dans ce cas, AB:BC:;t/'ï — «:a 
ou :: i: a-H/ë; c’est-à-dire que le rapport de AB à BC est à son 
maximum , lorsqu’il est égal au rapport de la moitié du côté d’un 
quarré à la somme de ce côté et de la diagonale. 

PROPOSITION XVI. 

PROBLÈME. 

Etant donnés trois points sur une même ligne droite, on propose 
d’en trouver un quatrième tel que le quarré de sa distance au pre- 
mier point soit dans un rapport donné avec le rectangle de scs 
distances aux deux autres. 

• Soit proposé de trouver un point D ( fig . 16) tel que AD’ soit à 

CD x DB daus le rapport de M à N. 

Premier cas. Quand le point D est entre A et B. 

ANALYSE. 

Sur BC décrivez un demi-cercle, et menœ-lui la tangente DE; 
alors DE’ = CDx DB, et par conséquent le quarré de AD est à celui 
de DE dans le rapport donné de M à N. Menez le rayon EF, et 
prolongez E D jusqu’en G à la rencontre d’une perpendiculaire A G 
sur AC. Les triangles A DG et EDF ainsi formés sont évidem- 
ment semblables, et AD:DE;;AG:EF; le rapport de AD à DE 
étant connu, celui de AG à EF l’est pareillement, et puisque le 
rayon EF est donné, AG et le point G sont déterminés; donc la 
tangente GE et son intersection D avec AC sont aussi déterminées. 

SYNTHÈSE. 

Prenez une moyenne proportionnelle O entre M et N ; sur B C , 
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décrivez un demi-cercle, et élevez au point A sur AC une perpen- 
diculaire A G d’une longueur telle que l’on ait O: M : :EF: AG; si vous 
menez par le point G une tangente G DE, son intersection D avec 
A C sera le point cherché. 

En effet, en vertu de la similitude des triangles DAG et DEF, 
AD:DE::AG:EF ou:;M:0; donc AD 1 : UE’ ; : M 1 :0* ou bien ad* 
:DË*::M:N; mais DE" = CD x DB, par conséquent ÂÎFiCDxDB 

Deuxième cas. Quand le point D est entre B et C ( fig . 1 6 bis). 

ANALYSE. 

Sur BC décrivez un demi-cercle, menez DF perpendiculaire au 
diamètre et rencontrant la circonférence en F, et tirez A F. 

Puisque BD x D C = DF 1 , le rapport de ÂS 1 «à DF, et par conséquent 
celui de AD à DF est déterminé; mais l’angle ADF compris entre 
ces côtés est donné puisqu’il est droit, d'où il suit que le triangle 
AFD est donné d’espèce. Ainsi l’angle DAF est déterminé, et la 
droite AF est donnée de position; il en est donc de même du point F 
ou F' où elle coupe la circonférence, de la perpendiculaire FD ou F'D', 
et du point D ou D'. 

SYNTHÈSE. 

Prenez une moyenne proportionnelle O entre M et N, et élevez 
la perpendiculaire C E, telle que l’on ait MrO; : AC:CE; tirez ensuite 
la droite AE; par les points F ou F' où elle rencontre le demi- 
cercle décrit sur BC, abaissez les perpendiculaires F D ou F'D, vous 
aurez alors M:N : :Â7F:BD x DC ou : :ÂIF*:BD' x D'O. 

En effet la similitude évidente des triangles A CE et ADF prouve 
que AC:CE; ; AD:D F, et que ÂC’liTË’: lAD’CUP; mais M:N::M’:0’ 
ou : lÂC’lÜË’; par conséquent ÂU’:ÜT’=BD x DC;;M:N. 

Ce problème exige évidemment une certaine relation entre les 
données, au-delà de laquelle il deviendrait impossible; cette impos- 
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- sibilité aurait lieu si la ligne AF. s’écartait tellement de AC quelle 

ne rencontrât plus la circonférence. La limite arrive donc quand AE 
touche le cercle. Alors le rapport de AC à CE ou de A D à 1) F sera 
le même que celui de la tangente menée par le point A au rayon H B ; 
par conséquent le rapport -limite est le quarré de celui-ci, c'est-à- 
dire que le rapport de M à N, lorsque ces deux quantités appro- 
chent le plus de l'égalité, est au plus égal au rapport de ABx AC, 
ou de XÏF — HIF à HB-. 

Troisième cas. Quand le point D est au-delà des points B et C, 
(fig. 16 ter). 

ANALYSE. 

Sur BC décrivez un demi-cercle, menez la tangente DE, et pro- 
longez-la jusqu’à la rencontre de la perpendiculaire AG; tirez EF. 

Puisque BD x DC = DE’, le rapport de À IV à DE’ est donné, et 
aussi donc celui de AD à DE. Mais les triangles DGA et DEF sont 
semblables comme rectangles l’un et l’autre et ayant de plus un angle 
commun; donc AD:DE;;AG:EF,et puisque le rapport de AD à 
DF. est connu, il en est de même de celui de AG à F.F; EF qui est 
la moitié de BC étant évidemment donné, AG et le point G sont dé- 
terminés, et par suite la tangente GE et son intersection D avec AC. 

SYNTHÈSE. 

Prenez toujours une moyenne proportionnelle O entre M et N ; 
faites de plus que AG soit à EF comme M est à O; et par le point G 
ainsi déterminé, menez la tangente CED; D sera le point cherché. 

Pour le prouver, tirez le rayon EF. Les triangles ADG et EDF 
étant semblables, A G:F,F; ; A D:F.D, 'mais AG:EF: ;M:0, donc 
M:0:;AD:ED, et M* : O’; lED-rFET’, d'où M;N;:r&:ËF’ ou:: 
ÂTv:BD x DC. 

PROPOSITION XVII. 

PROBLEME. 

Etant donnés quatre points sur une même ligne droite, on propose 



Digitizec 



joogle 



ANALYSE GÉOMÉTRIQUE. 89 

d’en trouver un cinquième tel que le rectangle de ses distances aux 
deux premiers soit dans un rapport donné avec le rectangle de ses 
distances aux deux autres. 

Il faut trouver un point E (fig. 17, que le lecteur est prie de faire ) 

tel que AExEB:DExEC;;M:N. 

Premier cas. M et N étant égaux. 

1 nt 

ANALYSE. 

Puisque AEx EB = DEx EC, il est clair que A E:CE: : DE:EB ; 
d’où AC: BD . :CE:EB etAC + BD:BD:;BC:EB; mais le rapport 
de AC + BD à BD est donné, il en est donc de même de celui de 
EB à BC; ainsi BE et le point E sont déterminés. 

SYNTHÈSE. 

Le point E sera le point cherché si vous le prenez, de manière que 
AC + BD:BD:;BC:EB. Car il est clair qu’alors AC:BD;:CE:BE, 
et que AE:ED:.CE:EB, d’où AExEB= DExEC. 

Deuxième cas. M et N étant inégaux. 

ANALYSE. 

Cherchez par la construction précédente un point F tel que AF 
xF&=DFxFC. 

Puisque AExEB:DExEC:;M:N, il s’ensuit que AEx EB: AE 
x EB — DE x EC; : M:M — N; mais AExEB — DExEC = (AE 
xEB— AFxFB) + (DFxFC — DExEC) (1) =EF(AF+BE) 
+ EF (DF+CE) = EF (A D + BC). Donc AEx EB:EF (AD + BC) 
;;M:M — N; par conséquent le point E sera déterminé au moyen 
de la proposition XJV de ce livre , pag. 84 (a). 

.(«) AE= AF+EF; BF = BE — EF;CF=CE + EF;DE = DF— EF. 

(a) La question est ramenée à celle-ci : étant donnes trois points A, 11, F d’une droite, 
trouver un 4' point E, tel qu'en faisant A E + BC = G, on ait ; E F X G: AExEB 

::M — N: N. 

//’ Suppl. ia 
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La resolution synthétique de ce problème est aisée à déduire de 
ce qui précède. 

PROPOSITION XVIII. 

PROBLÈME. 

Etant donné quatre points sur une même ligne droite, on propose 
d’en trouver un cinquième tel que le rectangle de ses distances aux 
deux points extrêmes soit dans un rapport donné avec le rectangle 
de ses distances aux deux points moyens. 

Soit proposé de trouver un point E (fg. 18, que U lecteur est 
prié de faire ) tel que AExED:BExEC:;M:N. 

Premier cas. Suppose?. A B = C D. 

ANALYSE. 

A cause de ED = CD-t-EC et de AC= AB+BE+EC, on a AE 
xED=(AB+BE) (AB+EC)=ABxAC+BEx EC, donc AE 
x ED: AB x AC: : JVI:M — N. Par conséquent le rapport de AE x ED 
à AB x AC est donné, et aussi le rectangle de A E et ED; comme ccs 
deux lignes AE, ED sont d'ailleurs les deux segments d’une droite 
connue A D , il est clair que l’on a ce qu’il faut pour déterminer le 
point E. 

SYNTHÈSE. 

Faites M — N : M ; : A B : P, et coupez A D en E ou E’ de façon que 
AExED = PxAC; E est le point cherché. Car, par construction , 
M:M — N:;P:AB, donc M:M — N; :Px AC ou AEx ED: AB x AC, 
d’où il résulte que M:N : : A'E x ED: AE xED — BAxAC,ou::AE 
x ED:BExEC.. 

Deuxième cas. Supposez AB et CD inégaux ( fig . 18). 

AN A LYSE. 

Il est clair que AE x ED =■ (BE + AB) (EC+CD) — BE x EC 
+ BExCD + ABxED; donc A Ex ED — BExEC= BExCD 
+ EDxAB=BDxCD — EDxCD+ABxED=BDxCD-t-(AB 
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• — CD) ED. Prolongez AD jusqu’en un point F tel que (AB — CD) 
x D F = BD x CD ; ce point est connu , puisque A B, G D, BD sont 
donnes. Par cette construction, AEx ED — BE x EC = (AB — CD) 
(DF-t-ED) = (AB — CD)EF. 

Maintenant , corame le rapport de A E x ED à B, F x EC est donné, 
il en est de même du rapport de AEx ED à (AB — CD) DF; de 
plus (AB — CD) étant donné ainsi que les points A , C , F, on déter- 
minera les points F et E par la proposition XIV de ce second livre, 
page 84- 

Au moyen de cette proposition , on obtiendra aisément la construc- 
tion cherchée. 

Il reste encore à assigner les cas extrêmes de ce problème- 
Pour cela, décrivez sur AD {fig- 18 bis), comme diamètre, une 
circonférence de ce cercle; élevez les perpendiculaires BI et GCH; 
tirez la droite IOH, et menez-lui par le point cherché E la parallèle 
K EL; tirez OG, EG, ensuite IE que vous prolongerez jusqu’à la 
circonférence en M; joignez enfin le point M aux points L et G. 

Le point O est évidemment donné. De plus, le rapport de AE x ED 
à BE x EC peut être considéré comme composé de celui de AE x ED 
on I E x EM à KEx EL, et de celui de KEx EL à BE x EC. 

Maintenant , puisque B K et CL sont parallèles, KE:EL: :B£:EG, 
ou KE:BE:;EL:EC, et par conséquent K ;KE x ELîBE 
x EC. De plus, KE et 10 étant aussi parallèles, KE:BE: ;IO:BO, 
d’où lîô^ïïcF. Donc nFlBO 1 ; :KEx EL;BEx IC', et consé- 

quemment le rapport des deux rectangles K.E x EL et BE x EC est 
donné; supposez qu’il soit égal à celui des deux lignes PQ et ST. 

L’angle MGL étant égal à MIG comme inscrit dans le même seg- 
ment, estaussi égal à l'angle intérieur MEL, et par conséquent le qua- 
drilatère MGEL est inscriptible dans un cercle, ce qui prouve que 
l’angle LM E est égal à LGE. Menez la droite LN sous une inclinaison 
MLN égale à CG O. Les triangles GOC et HOC sont évidemment 
égaux ; donc l’angle CGO=CHO=CLE = EKI. Par conséquent 

» ia. 




Q2 ANALYSE GÉOMÉTRIQUE. 

les triangles 1EK et LEN sont semblables, et IE:KE; :EL:EN, donc 
REx EL=IE x EN. Prenez ensuite PR de façon que PR:PQ : ;EM 
:EN. Le rapport delExEMàKExEL devient celui de IE x EM à 
IExEN ou de EM à EN; donc le rapport de AE x ED à BE x EC 
est composé de celui de PR à P Q, et de celui de PQ «à ST, c’est-à- 
dire qu’il est égal à celui de PR à ST. Mais que le point de section E 
vienne à se rapprocher de O, alors l'angle EGO ou MLN diminuera 
évidemment, et par suite le point N s’approchera de M d’une quantité 
correspondante. Ainsi le terme extrême que PR ne peut jamais dé- 
passer, c’est P Q;donc le rapport des rectangles A E x ED et BE x EC, 
a pour limite celui de PQ à ST, ou de îü- à BO'. 

Le point 0,qui'est la limite des points de section E, peut aisément 
être déterminé. Puisque B1 et CH sont parallèles, BI:CH: ;BO:OC, 
et bT - ou AB x BD:ch* ou A C x CD: ; Bcêrcü'. Ainsi pour obtenir le 
point O, il faut diviser BC en deux segments qui soient en raison 
sous-doublée du rectangle ABxBD à A C x C D , çe qui s'exécutera 
par la proposition XIV du premier livre, page 47- 

Mais la limite que nous venons de coimaître peut être trouvée plus 
directement. En effet, joignez IG et menez à cette ligne la perpendi- 
culaire DV; tirez ensuite les droites DG, DI, C V et BV, et après 
avoir mené le diamètre IZ , joignez le point Z au point G. Les angles 
DGC et DIV ayant chacun pour mesure la moitié de l’arc DH 
ou de sou égal GD, sont égaux; de plus, les quadrilatères BI VD 
et GCVD%ont inscriptibles dans un cercle, puisque leurs angles 
opposés B, V,ct C, V, sont droits; donc l’angle DGC est égal à I) VC, 
et DIV est égal à DBV; conséquemment les angles DV C et DBV 
sont égaux. Il résulte de -là que les triangles CDV et VDB sont 
semblables, puisqu’ils ont en outre un angle commun; ainsi BD 
:DV :;DV:DC,ctBDxD C=u v. Mais, d'un autre côté, üf.' = A I) 
x DC, donc UG’ — DV ou G V’ = ADxDC — BDx DC=AB xDC. 
De la même manière il est visible que Fv= ACxBD. Par consé- 
quent la distance IG est déterminée, puisqu'elle est la différence entre 
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les côtés de deux quarrés qui sont respectivement égaux aux rectan- 
gles ACxDB, ABxDC. De plus, l’angle BIO étant égal à GHI, il 
l’est aussi à GZI ; et comme aussi l’angle droit OBI est égal à I GZ, 
il s'ensuit que les triangles IOB et ZI G sont semblables, et que IO 
:BO;;IZ ou AD:IG. Ainsi la limite du rapport de AExED à BE 
xEC, c'est-à-dire la valeur de ce rapport à l’état de minimum est 
égale au quarré du rapport de A D à la différence des côtés de deux 
quarrés respectivement égaux aux rectangles ACxDB et ABxDC. 

PROPOSITION XIX. 

PROBLÈME. 

Par un point donné, mener une droite telle que la partie inter- 
ceptée dans une circonférence donnée soit égale à une ligne donnée. 

Soit A (Jig. 19) un point par lequel il faut mener une droite HI, 
terminée à la circonférence, et égale à B. 

ANALYSE. 

On sait que dans un cercle toutes les cordes d'égale longueur s’é- 
cartent également du centre ; si donc on inscrit une corde D E égale 
à B, il est clair que la corde cherchée doit être distante du centre 
d'une quantité égale à C F. Par conséquent cette corde doit être tan- 
gente à la circonférence décrite du centre C avec le rayon CF. Le 
point A étant donné, la tangente AG à ce cercle est donc connue, et 
H I est déterminé. 

S Y N T H ÈSE. 

Portez une corde DE égale à B, par C abaissez sur cette corde la 
perpendiculaire CF, et avec CF pour rayon décrivez un cercle concen- 
trique au cercle donné; la tangente H AI à ce cercle est la droite 
cherchée. Car il est évident que les cordes HI et DE étant distantes 
du centre, sont chacune égales à B (1). 

(■)Ce problème est susceptible d'un minimu/n qu'il est facile d'obtenir, c'est-à-dire 
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PROPOSITION XX. 
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PR O BLÉ ME. 

Par un point donné, mener une droite telle que la partie de cette 
droite comprise entre deux circonférence concentriques, soit d'une 
longueur donnée. 

Soit proposé ( fig . 20) de mener, par A, la droite ABC, de manière 
que la partie B C interceptée par les deux cercles concentriques H EC M 
et IFBL soit égale à D. 

A N A LYSE. 

Par un point quelconque H, pris sur l’une des circonférences 
données, menez la corde HM = EC, et abaissez sur les droites les 
perpendiculaires O K et OG. Les cordes égales HM et EC sont équi- 
distantes du centre, et par la propriété réciproque IL est égale à BF; 
conséquemment les moitiés de ces lignes sont égales, c’est-à-dire 
que HK = GC et 1 K = GB; donc HI est égal à BC, et est ainsi 
donné. Il suit de-là que le point I et la corde H M sont pareillement 
déterminés; il en est donc de même de AGC qui touche le cercle 
O K G auquel la droite HM est tangente. 

SYNTHÈSE. 

Par un point H pris à volonté sur l’iuie des circonférences, menez 
une droite HIM telle que la partie HI soit égale à D; «abaissez sur 
cette droite la perpendiculaire OK , et prenant O K pour rayon dé- 
crivez du point O un cercle auquel vous mènerez la tangente ABC; 



qu’on peut aisément trouver U construction nécessaire pour que la corde H I soit la 
plus petite possible. En effet, pour que H I soit un minimum , il faut que GC soit 
un maximum ; or G C ne peut jamais devenir plus grand que A C , mais il peut lui 
être égal; donc le maximum de GC, et le minimum de Hl,ont lieu quand le 
point G se confond avec A ,' c'est-à-dire quand la corde cherchée est perpendicu- 
laire à A C , qui est une droite donnée. 

( Note du traducteur. ) 
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cette tangente satisfera aux conditions du problème. Car les cordes 
EC et F B sout égales respectivement aux cordes HM et IL équi- 
distantes du centre; donc leurs moitiés sont égales, c’est-à-dire que 
GC — HK, et GB = IK, d’où HI = D. 

Il est évident que l'intervalle BC entre les deux cercles concen- 
triques sera à son minimum quand AC passera par le centre, et à 
son maximum lorsque AC sera tangent au cercle intérieur. Ainsi la 
ligne donnée D est renfermée entre deux limites ; elle ne peut être 
plus grande que la racine quarréc de la différence des quarrés de 
ces rayons. 

PROPOSITION XXI. 

PROBLÈME. 

Etant donnés deux cercles quelconques, et un point sur la droite 
qui joint leurs centres, tel que les distances de ce point aux centres 
des cercles soient proportioimelles à leurs rayons, on propose de 
mener une autre droite dont la partie interceptée par les deux cir- 
conférences , ait une longueur donnée. 

Soient D, E {fi g- ai) les centres des deux cercles, et supposez que 
le point A de la droite DE soit placé de manière que l’on ait AD 
AE; ;DI:EK; il est question de mener par ce point A, la droite ABC 
telle que BC soit égal à L. 

ANALYSE. 

Tirez les lignes BD et CE. Puisque AD:AE"DI ou DB:EK 
ou E C , i 1 s'ensuit que D B est parallèle à E C ; donc A D : D E ; ; A B : B C , 
et puisque AD et DE sont donnés. ainsi que BC qui est égal à L , il 
s’ensuit que AB est déterminé tant en position qu’en grandeur. 

^ SYNTHÈSE 

Prenez une ligne M telle que EK — DI:DI;;L:M, et par le 
poiut A menez AB égale à M; ABC est la droite cherchée. 
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Car, par hypothèse, AD:ÀE::DI ou DB:EK ou EC; donc DB 
est parallèle à EC, et en conséquence DB ou DI:EC ou EK. 
;:AB:AC, ainsi EK — DI : DI;;BC : AB; mais EK — DI;DI 
:;L:M, ou, :;L:AB, donc enfin BC:AB::L:AB; d'où il suit que 
BC = L. 

PROPOSITION XXII 

PROBLÈME. 

Deux cercles dont l’un est intérieur à l'autre étant donnés , mener, 
par un point donné sur la circonférence du plus petit, et sur la 
droite qui joint les deux centres, une droite telle que la partie com- 
prise entre les deux circonférences, soit d’une longueur donnée. 

Il faut mener ABC ( fig . aa) de manière que la portion intercep- 
tée BC soit égale à QR. 

ANALYSE. 

Tirez les lignes B G, CH et F P, et par le centre E du grand cercle 
abaissez sur AC la perpendiculaire El ; prenez ensuite I L= BI, et 
menez la parallèle I K à BG. Sur le prolongement de AH, portez une 
quatrième proportionnelle AM aux lignes AK, AG, AF, et par le 
point M menez MN parallèle à F P, et rencontrant en N le prolonge- 
ment de A C. 

De ce que LK est parallèle à BG, et FP à MN , il suit que AK 
; AG : ; AL: AB, et AF:AM.*;AP:AN; mais, par construction, AK 
:AG::AF:AM, donc AK:AG::AL:AB::AP:AN. Il suit de-là 
que AK: AG: : AL+AP ou PL:AB+AN ou BN. Mais IP = IC, et 
IL = IB, donc PL = BC = QR. A cause du parallélisme des droites 
LK, IE et BG, KE est égal à EG, et conséquemment AK est 
donné ; il en résulte que les trois premiers termes de la propor- 
tion étant déterminés, le quatrième ou BN l'est également. Mais, 
de plus, AGH = AFP = AMN; donc les triangle/*C A H et ANM 
qui ont en outre un angle commun, sont semblables; par conséquent 
AH:AC;; AN: AM, et AH x AM = ACx AN. Parce dernier résultat 
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on voit que l’on connaît le rectangle des segments AN, AC dans 
lesquels est partagée la ligne CN déjà déterminée ; donc AC est 
connu tant en position qu'en grandeur. 

SYNTHÈSE. 

Après avoir pris KE = EG, portez de A en Al une quatrième 
proportionnelle aux droites A K , AG et AF, prenez deux lignes Q R 
et QS qui soient entre elles dans le rapport de AK à AG; parta- 
gez au point O la droite SR en deux segments tels que SOxOR 
= AHx AAI, et enfin menez par le point donné A jusqu’à la cir- 
conférence du grand cercle, une droite AC == OR; ce sera la ligne 
demandée. 

Pour le démontrer, tirez les droites CH, B G et F P, menez MN 
parallèle à F P et El, KL parallèles à CH. Puisque IL = IB et IP 
= IC, PL est égal à BC. Les triangles CAH et ANM sont sem- 
blables, et par conséquent A H ; AC; : AN: A AI , d’où AHxAAI 
= AC x AN ; mais, par construction , AH x AM= SO x OR, et AC 
= OR, donc AN = SO. Maintenant, par la propriété des parallèles, 
AK : AG ; ; AL: AB, et, par hypothèse, AK: AG; '.A F: A AI ou; ; AP 
:AN, donc AK:AG;;(AL+AP) ou BC:(AN + AB) ou BN. Il suit 
de-là que BC:BN : ;QR:QS, et que BC:CN: :QR:SR; mais CN 
= S R , donc B C = Q R , c’est-à-dire la ligne donnée. 

PROPOSITION XXIII. 

PROBLÈME. 

Par l’extrémité du diamètre d’un cercle donné, mener une droite 
telle que la partie interceptée entre la circonférence et une perpen- 
diculaire au diamètre soit d’une longueur donnée. 

Il est question de mener par A ( Jig . a3 ) la droite AC, de manière 
que la portion B C soit égale à GH. 

//” Suppl. 
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Menez BD; l'angle A BD ayant son sommet à la circonférence, et • 
ses extrémités appuyées sur un diamètre, est droit, et il est par 
conséquent égal à AEC. Ainsi les triangles DAB et C AE qui ont en 
outre un angle commun A sont semblables, et AB:AD;;AE:AC, 
donc AB x AC = A D x AE. Mais le rectangle A D x AE est connu , 
ainsi il en est de même de A B x A C ; et puisque d’ailleurs BC est 
donné, AB se trouve" déterminé de grandeur, et par conséquent aussi 
de position. 

SYNTHÈSE. 

Prolongez G H d’une quantité H I telle que G 1 x I H = AD x A E, 
et portez dans le cercle une corde AB égale à IH; ce sera la droite 
cherchée. Car si vous menez BD, la similitude évidente des triangles 
ABD et AEC vous fournira la proportion, AB:AD;;A E:AC, d’où 
vous déduirez l’équation AB x AC = AD x AE= GI x IH ; or AB 
= IH, donc AC = GI et BC=GH. 

PROPOSITION XXIV. 

P R O B L È ME. 

Par un point donné sur la droite qui divise un angle en deux par- 
ties égales, mener une autre droite telle que la portion comprise 
entre les deux côtés de l’angle soit d’une longueur donnée. 

Par le point D {fig- 2,4 ) situé sur la droite AD qui divise l'angle 
BAC en deux parties égales, il faut mener BC égale à une ligne 
donnée. 

analyse. 

Faites passer un cercle par les trois points A, B, C, menez le dia- 
mètre EF et la droite A F. Il est clair que ce cercle, et par conséquent 
le triangle BAC, sont donnés de grandeur, puisqu’on donne BC et 
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l'angle BAC; on trouvera cette grandeur en décrivant sur BC un 
segment capable de l’angle BAC; mais, puisque l'angle BAE est égal 
à CAE, l’arc BE est e'gal à CE, et le diamètre EF tombe perpendi- 
culairement sur le milieu de CB. AD étant donné, AE par la der- 
nière proposition, est déterminé de grandeur; donc DB est connu en 
grandeur et àussi en position. 

SYNTHÈSE. 

Sur la ligne donnée décrivez un cercle capable de l’angle BAC, 
partagez l’arc BC en deux portions égales au point E, et par ce point 
menez, au moyen de la dernière proposition, la droite EAD telle 
que AD soit égale à la distance du point donné au sommet de l’angle 
donné. BD , C D seront les deux segments de la droite demandée , à 
l’aide desquels sa position est immédiatement déterminée. 

Car l’angle BAC est égal à l’angle donné, et AD le divise en deux 
parties égales, puisque l’arc BE=CE; d’ailleurs AD est égale à la 
distance du point donné au sommet de triangle, et BC est égal à la 
ligne donnée. Dans la figure ainsi construite, on a donc satisfait à 
toutes les conditions du problème. 

On sent que ce problème est nécessairement susceptible d’une 
limite; car il est évident que la ligne donnée BC pourrait être telle- 
ment petite quelle n’atteignît pis aux côtés de l’angle BAC. La 
construction précédente indique bien le minimum de BC; Car EA 
ne peut jamais excéder le diamètre EF, et la limite a lieu quand ces 
deux lignes coïncident ; ainsi la ligne BC est à son minimum lors- 
qu’elle est perpendiculaire à AD; on peut remarquer alors que les 
segments BD, CD sont égaux. 

PROPOSITION XXV. 

PROBLÈME. 

Par le sommet d’un rhombe, mener une droite telle que la partie 

i3. ‘ 
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comprise entre les deux côtés qu’elle rencontre, soit d'une longueur 
donnée. 

Soit ABCD ( fig . a5) un rhombc dont le côté BC est prolongé; 
il faut, par le sommet opposé A, menez AEF de manière que la 
partie extérieure EF soit égale à une droite donnée. 

ANALYSE. 

Menez la droite AC, et prolongez-la jusqu’à ce quelle rencontre 
la ligne EG qui fait avec AE un angle AEG égal à ACF. Les trian- 
gles CAF et EAG sont évidemment semblables, et AC;CF;;AE 
:EG; mais CE étant parallèle à AB, BC:CF;;AE;EF; donc AC 
:BC;:EF:EG, et comme les trois premiers termes de cette propor- 
tion sont donnés, le quatrième est déterminé. De plus l’angle A CD 
est égal à A CB ou à FC G; en ajoutant à chacun de ces angles 
l’angle ECF, les sommes ACF ou AEG et ECG sont égales. Ainsi 
les triangles AGE et EGC sont semblables, et AG:EG;:EG:GC, 
ou ËG’ = AG x GC. Comme EG a été déterminé plus haut, le rect- 
angle AGxGC l’est aussi; il en est donc de même du point G, du 
point E et de la droite A F. 

SYNTHÈSE. 

Supposez que le segment donné soit égal à K ; menez A C , et pre- 
nez une quatrième proportionnelle L aux trois lignes AC, BC, K. 
Ensuite divisez AC au point G en deux parties telles que AG x GC 
=L% et du point G avec le rayon G E=L, décrivez un arc de cercle 
qui coupe CD en E; AEF sera la ligne cherchée. 

Car, puisque A G x GC = L 1 = EG’, il s’ensuit queAG:EG:;EG 
: C G , ce qui prouve que les triangles A G E et E G C sont semblables , 
et que par conséquent l’angle A EG est égal à ECG ou A CF; donc les 
triangles AEC, et AGE sont pareillement semblables, et AC:CF 
,*;AE:EG. Mais, d’un autre côté, B C:CF: I AE:EF, donc AC:BC 
; :EF:EG. Or on a aussi AC:BC : ;K:L ou EG; donc K = E F. 
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ANALYSE. 

Menez F G {fig. a 6 bis) faisant l’angle AFG égal à AD G, prenez 
C H = CE , par C menez C N = CA , et tirez les droites CG et A H. 

Le triangle ACN étant isocèle, l’angle CAN est égal à CNA; et 
puisque la diagonale A C partage en deux portions égales l’angle du 
rhombe BCD, les triangles ACE et ACH sont égaux, d’où il résulte 
que AE est égal à AH et que l’angle CAE est égal à CAH. Comme 
les triangles ADE et AFG sont semblables, AD: AE" AF: A G, et 
ADx AG = AExAF. Mais l'angle ACD = C AD = CN A, donc les 
triangles ADC et ACN sont semblables, et AN: AC : : A C: AD, d’où 
AN x AD=AC\ De plus, puisque AC divise (i) l’angle HAF en deux 
parties égales, F A x AH = AC’+FC x CH, ou bien F A x AE = AC’ 
-t-FCxCE; donc FC x CE = FA x AE — ac- = AG x AD — AD 
xNA = NGxAD. Mais BA et CE étant parallèles, F C:EF" AD 
:AE::AF:AG, et CE:EF::AB ou AD:AF; donc FCxCE:ëF 
"AD:AG.:NGxAD:NGxAG,ct comme FCxCE = NGxAD, 
il s'ensuit que ËF = N G x AG. Par cette dernière équation, il est 
visible que AG et le point G sont déterminés ;' or si sur AG on 
décrit un segment capable de l’angle AFG = ADf^ le point F se 
trouvera sur l’arc de ce segment; l’intersection de cet arc avec BC fera 
donc connaître la position du point F, et par suite la droite AF. 

S Y N T H ÈSE. 

Soit K la grandeur du segment donné ; cherchez une droite L 
dont le quarré soit équivalent à la somme des quarrés de K et de la 
diagonale AC; prolongez A D, et par le point C menez CG = L; sur 
AG décrivez un segment capable de l’angle ADC, joignez A avec le 
point F où le segment rencontre CB; AF est la ligne cherchée. 



(i) A cause: des triangles semblables ADC, ACE {Jig. ?4)> on •> ABx AC=A D 
X A E = ADx DE + iu>’; or A Dx DE =: DDx DC, donc ABxÀC= BDxDC 
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Pour le prouver menez CN=CA, et tirez GF et AH. Ix>s triangles 
AHCetAECsont egauxjen effet l'angleAFG étant égal par construc- 
tion, à A DC, l’est aussi à l'angle que forme avec AD le prolongement 
de 13 A, et conséquemment AB touche le cercle en A; donc l’angle 
BAH = HFA = DAE, et BAC — B AH ou C A H=D AC— D AE 
ou CAE; d’ailleurs les angles ACH et ACE sont aussi égaux, et le 
côté AC est connu aux deux triangles CA H, CAE; l’égalité de ces 
triangles est donc démontrée, et il en résulte que AH = AE, et CH 
= CE. D’un autre côté, les triangles ADEet AFG sont semblables, 
donc AD: AE; :AF:AG,etADx AG = AExAF. Ensuite, en vertu 
de la similitude des triangles ANC et ACD, AN:AC:;AC:AD, et 
A N x A D = Âc*. Mais FC:EF: : AD:AE: : AF:AG , et CE:EF 
::AB ou AD: A F, conséquemment FCxCE:ËT-::AD:AG::NG 
x AD:NG x AG. D’ailleurs, puisque AC divise l’angle F AH en deux 
parties égales FC xCH + AC = FA xAH = AGxAD = ANxÀJ) 
+ NGx AD; il suit de-là que FCxCH ouFCxCE— NGxAD, 
et ËF’=NG x AG. Maintenant K’ = CC — Â7? = NG x AG ( voyez 
note (a), pag. G 7 ) ; donc EF = K ( 1 ). 

PROPOSITION XXVI. 

m PROBLEME. 

Par deux points donnés, faire passer un cercle qui touche une 
droite donnée de position (a). 



(i) Pappus, géomètre du milieu du quatrième siècle, nous a transmis les titres des 
huit sections de )a Géométrie des Grecs (voyez l’avant-propos de nos Eléments 
de Géométrie à trois dimensions, partie algébrique); les problèmes de la cinquième 
section dite des inclinaisons , qui admettent une construction élémentaire, se ré- 
solvent au moyen des propositions précédentes 19— a 5 , pages go — ioa. La première 
solution est empruntée de l'analyse géométrique de Omérique Hugo de San Lucar 
(vide analysitn gcomctricam , pars prima , de plants , quatuor libri , Cadix 1698) , et la 
seconde est tirée des œuvres posthumes du célèbre Huygens. La solution du pro- 
blème général exige 1 application des propriétés de la conchoïde. 

(a) Ce problème est résolu dans les Eléments de Géométrie de M. Lacroix ( pag. 84 5 
10 e édition ). 
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Soit proposé de décrire un cercle qui passe par les points A, B 
[Jig. 26), et qui touche la ligne droite CD. 

11 peut se présenter évidemment deux cas; celui ou la ligne qui 
joint les points donnés est parallèle, et celui où elle est inclinée, 
à CD. 

Premier cas. AB parallèle à CD. 

ANALYSE. 

Puisque CD est une tangente, la perpendiculaire EG menée par 
le point de contact passe par le centre, elle partage donc en deux 
portions égales la droite AB parallèle à C D. Il résulte de-Ià que cette 
perpendiculaire, et par conséquent le point de contact E, sont déter- 
minés; ainsi le cercle qui passera par A, B et E est le cercle cherché. 

SYNTHESE. 

Menez GE perpendiculaire sur le milieu de AB, et par les trois 
points A, E, B faites passer un cercle : il touchera la ligne CE. Car 
GE passe par le centre de cercle, et de plus elle rencontre CD à 
angles droits. 

Deuxième cas. AB est incliné sur CD ( fig . 26 bis). 

ANALYSE. 

Prolongez B A jusqu'à la rencontre de CD en F. Alors FÊ’ = AF 
x FB; mais le point de concours étant donné, le rectangle AF x FB 
est déterminé, par conséquent on a aussi F E et le point E. Il suffira 
donc de faire passer un cercle par A, B et E. 

•SYNTHÈSE. 

Prolongez B A jusqu’à la rencontre de CD en F, portez sur CD 
à partir du point F, une moyenne proportionnelle FE ou FF.' 
entre AF et F B, et par les points A, E, B, faites passer un cercle; 
il touchera la droite CD. 

Car, puisque AF:FE:;FE:FB, il s’ensuit que ÎT? = AF x FB, 
et par conséquent C D touche le cercle en E. 
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PROPOSITION XXVII. 

PROBLÈME. 

Par un point donne , faire passer un cercle tangent à deux droites 
données. 

Soit proposé de décrire un cercle qui passe par le point E {fig. 27) 
et qui touche les droites AB et CD. 

Premier cas. Supposez AB parallèle à CD. 

analyse. 

Par le centre O menez la parallèle FO et la perpendiculaire Kl aux 
deux droites données. Il est évident que le rayon OI est donné, et 
par conséquent la position de FO l’est aussi; mais le rayon OE ou 
O'E étant égal à OI, ce rayon et le centre O sont également déter- 
minés. 

synthèse. 

Menez une parallèle F O par le milieu de la distance entre les deux 
droites données , et du point E avec un rayon égal à la moitié de cette 
distance, décrivez un arc de cercle qui rencontrera FO en O ou O'; 
ce point est le centre du cercle cherché. Car OE = OI = OK,et par 
conséquent le cercle qui passe par E touche CD et AB en K et I. 

Deuxième cas. Supposez CD incliné sur AB ( fig . 27 bis). 

ANALYSE. 

Prolongez les deux droites données jusqu’à leur rencontre en F, 
tirez les droites O I, O K et O F, et menez par E la ligne EGH per- 
pendiculaire à OF. 

Les triangles rectangles OKF et OIF sont égaux, puisque le côté 
O K leur est commun; et le côté OI est égal à OK; l’angle OFK est 
donc égal à O FI; et comme le point F est donné, il s’ensuit que la 
ligne O F est déterminée. Mais d’ailleurs le point E est donné , donc 
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il eh est de même de la perpendiculaire E G, et GH étant égal à G E, 
il est clair que le point H est déterminé. Maintenant que nous avons 
deux points H et E par lesquels doit passer la circonférence tan- 
gente à AB et CD, elle pourra être décrite par la dernière propo- 
sition. 

SYNTHÈSE. 

Prolongez B A et CD jusqu'à leur rencontre en F, menez FO qui 
divise l’angle BFD en deux parties égales, et par E abaissez sur cette 
droite la perpendiculaire EG que vous prolongerez d’une égale quan- 
tité au-dessus de O F en H ; ensuite cherchez une moyenne propor- 
tionnelle LI ou LF entre HL et LE, et par les trois points H, E , I, 
ou H,E,F, faites passer une circonférence de cercle; elle satisfera 
aux conditions du problème. 

En effet le centre du cercle qui passe par E et par H doit se trou- 
ver sur FO qui est perpendiculaire sur le milieu de EH; soit O ce 
centre, et menez la droite O I et la perpendiculaire O K. Puisque 
HL x LE = lF, le cercle touche AB en I, et l'angle O IF est droit; 
conséquemment les triangles KOF et IOF sont égaux comme ayant 
d’abord le côté OF commun, c* de plus les angles OKF et OFK 
respectivement égaux à OIF et OFI; ainsi 01=0 K. Donc le 
cercle décrit du point O comme centre, avec OI pour rayon, passe 
par K, et touche CD en ce point. 

Corollaire. Si le point donné E se trouvait sur l’une des droites 
données, sur AB par exemple, il coïnciderait avec le point de contact 
de A B, et le problème deviendrait fort simple; car le centre O étant 
toujours sur la ligne FO, il serait déterminé par l’intersection de 
cette ligne avec la perpendiculaire IO (i). 



(i) Le problème qui est présenté dans ce corollaire comme cas particulier de la 
proposition XXVII, sc trouve résolu directement dans les Eléments de Géométrie 
de M. Lacroix ( page 78 , 10' édition ). 

II' Suppl. 
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PROPOSITION XXVIII. 

PROBLEME. 

Par deux points donnés, faire passer un cercle tangent à un cercle 
donné. 

Il faut décrire un cercle qui passe par les points A et B {fig. 28), 
et qui touche un autre cercle dont le centre est C. 

ANALYSE. 

Par D point de contact des deux cercles, menez ADE et BDF, 
tirez E F; par F, menez la tangente F G , et tirez le diamètre B H CI. 

Puisque F G touche le cercle donné, l'angle BFG est égal à FED, 
et par conséquent à B AD, puisque FE et AB sont évidemment pa- 
rallèles; mais les triangles B G F et BD A ont en outre un angle com- 
mun en B, ils sont donc semblables, et BF:BG: ;BA:BD, d’où B A 
x B G=BF x BD=BI x B H. Or B I et B H sont donnés, donc le rect- 
angle B A x BG est déterminé, et conséquemment on peut connaître 
la position du poiut G. Ainsi la tangente G F, la droite B F, et par 
suite le point D sont déterminés ; ■on peut donc décrire le cercle 
cherché dont on connaît trois points A, B, D. 

SYNTHÈSE. 

Portez de B en G une quatrième proportionnelle aux lignes B A , 
BI, BII, menez la tangente GF, tirez la droite FB qui coupe en D 
la circonférence donnée, et faites passer un cercle par les trois points 
A, B, D; ce sera le cercle cherché. 

Pour le démontrer, il suffit de mener ADE, FE et le diamètre 
B H CI. Puisque BA;BI;:BH;BG,BAxBG=BIxBH=BFx BD; 
donc B F ; B G : ; B A : B-D , et par conséquent les triangles BGF et 
BD A ayant un angle commun compris entre des côtés proportion- 
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nels sont semblables ; d'où il résulte que l’angle B F G est égal à B AD. 
Mais BFG est égal à FED, ainsi les angles alternes BAE et FEA 
sont égaux , ce qui prouve que F E est parallèle à A B ; d’où il suit 
que les deux cercles DEF, ABD se touchent en D. 

PROPOSITION XXIX. 

PROBLÈME. 

Par un point donné, faire passer un cercle tangent à un cercle 
donne et à une droite donnée de position. 

Il faut décrire un cercle qui passe par le point A, et qui touche , 
i° la droite CD ( fig . 29 ) ; a° le cercle dont le centre est B. 

AN ALYSE. 

Par le centre du cercle donné, abaissez la perpendiculaire EBG, 
menez la droite El et prolongez-la jusqu’à la ligne CD en H; tirez 
les droites FI K et H K. 

L’angle HIK étant égal à l’angle droit EIF, est ‘droit aussi, et par 
conséquent H K est le diamètre du cercle IL A, et H le point de 
contact de ce cercle et de la droite CD. Les triangles HEG et FEI 
sont donc semblables, et HE:EG::EF:EI, d’où HExEI = EG 
x EF. Menez la droite EL A, alors AE x EL=HE x EI = EGxEF; 
mais le rectangle EGxEF est donné, il en est donc de même de 
EH x El, de EL, et du point L. Maintenant que l’on connaît deux 
points A, L du cercle cherché, et une tangente donnée, le pro- 
blème se résoudra comme il a été dit proposition 26, pag. 102. 

SYNTHÈSE. 

Tirez EA, menez la perpendiculaire EG, prenez une quatrième 
proportionnelle EL anx lignes AE, EG, EF, et par la proposition 
26, page 102 , décrivez un cercle qui passe par les deux points 
A, L et qui touche la droite CD; il touchera aussi le cercle donné. 

i 4 - 
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Pour le prouver, menez le diamètre H K, la droite EH qui coupe 
en I la circonférence El F, et la droite FI K jusqu'à la rencontre 
de H K. 

Les triangles HEG et EEI étant évidemment semblables, H E:EG 
::EF:EI, et HExEI = EGxEF; mais AE:EG"EF:EL, d’où 
AExEL = EGxEF; donc HExEI =AExEL, ce qui montre 
que le point I est situé sur la circonférence HIK. D’où il suit que les 
deux cercles se touchent en ce point I ; et en effet, il sont en ce point 
la même tangente,, puisque si l’on concevait une tangente à chacun 
d’eux menée par I , les angles que ces deux tangentes formeraient 
avec IF et I K seraient respectivement égaux à IEF et IHK, et par 
conséquent égaux entre eux, puisque EF et H K sont parallèles; ainsi 
ces deux tangentes se confondent en une seule. 

Corollaire. Le problème serait considérablement simplifié, si le point 
donné se trouvait sur la ligne droite ou sur le cercle; il coïnciderait 
alors avec l’un ou l’autre des points de contact H ou I; dans ce cas, 
après avoir mené El H et FI K, la perpendiculaire H E déterminerait 
le diamètre du cercle cherché. 

PROPOSITION XXX. 

PROBLEME. 

Par un point donné, faire passer un cercle tangent à deux cercles 
-donnés. 

Soit proposé de trouver le centre O d’un cercle qui passe par le point 
C (Jig. 3o), et qui touche deux cercles dont A et B sont les centres. 

ANALYSE. 

Tirez la droite AB, et continucz-la jusqu’à ce quelle rencontre le 
prolongement de celle qui joint les deux points de contact E et F ; 
menez OA et OB, AG et BH , et CEI, prolongez IG et DC jusqu'à 
leur intersection mutuelle en K. 
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Les triangles isocèles EOF, EAG et FBH sont évidemment sem- 
blables; donc AG est parallèle à B F, et A E l’est à B H. Il en résulte 
que AE:BH::AD:BD; et comme le rapport de cette proportion 
est connu, le point D est déterminé. De plus, AG:BF;;I)G:D F, et 
DG:DF;;DK:DC, car en vertu du contact des cercles O et A, la 
ligne I G .est parallèle à F C. Comme le point D et C D sont détermi- 
nés, il suit des proportions précédentes que DK et le point K sont 
également connus. Il suit de-là et de la proposition 17 du pre- 
mier livre, page 5 a, que la droite GE comprise entre les droites 
Kl et CI, et passant par le point donné D, est déterminée de posi- 
tion; donc AEO est aussi déterminée de position. Maintenant si vous 
menez OC , il est clair que l’angle OCE est connu puisqu’il est égal à 
CED; d’où il suit que la droite CO et le centre O sont aussi connus. 

SYNTHÈSE. 

Prenez le point D de manière que AE:BH"AB:BD, menez CD, 
et portez de D en K sur CD, une quatrième proportionnelle DK aux 
lignes BH, AE, et DC; ensuite, par les points K et C, menez Kl 
et CI de manière que GE prolongé passe par D, ce que vous exécute- 
rez au moyen de la proposition 17 du premier livre; cela fait, 
construisez sur la base EC un triangle-isocèle dont un des côtés soit 
dans le prolongement de A E ; le sommet O de ce triangle est le centre 
du cercle cherché. 

Pour le démontrer, menez les droites AG, GF, OB et BH. Puisque 
AEouAG:BH ouBF::AD:BD,et que les triangles AD G. et BD F 
ont un angle commun en D, ils sont semblables , et AD:BD;:DG 
;DF;;DK:DC, ce qui prouve que IG est parallèle à FC, et par 
conséquent les cercles O et A se touchent en E. Mais le triangle BFH 
est isocèle , car ses côtés B F et B H sont respectivement parallèles 
aux côtés AG et AE du triangle isocèle GAE; donc les cercles O 
et B se rencontrent au point F, et comme B H est parallèle à EO, ce 
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point est un point de contact. De plus, l'angle ECO étant égal à 
CEO, le côté OE est égal à OC; en conséquence le cercle décrit du 
centre O et qui passe par E et par F, passe aussi par C. 

Autre solution. 

ANALYSE. 

Joignez les centres A, B, O (fîg.Zo), prolongez AB jusqu’à la ren- 
contre en D de la droite qui unit les deux points de contact E, F; 
tirez les droites B H et CI), et prolongez cette dehiière jusqu’à ce 
qu’elle coupe le cercle en L. 

Puisque les triangles EOF et FBH sont isocèles, les angles OFE 
et BFH sont respectivement égaux aux angles O EF et B H F, les- 
quels sont par conséquent égaux entre eux, d'où il suit que F.O est 
parallèle à B H, et que AE:BH; ;DA: 1 )B, ce qui prouve que le point 
D est déterminé. De plus DA:DB; :DE:DH ou : ;DE x DF:D H 
k D F ; mais le rectangle D H x D F est connu , puisqu’il équivaut au 
rectangle des segments interceptés sur BD par le cercle B, donc 
les rectangles DExDF et DCxDL, sont déterminés; comme DC 
est donné, on voit que DL et le point L le sont aussi. Le problème 
est alors ramené à la proposition 28 de ce live , page 106. 

SYNTHÈSE. 

Prenez le point D de manière que AE:BH:;AD:BD, menez la 
droite DC et prolongez-la d’une quantité CL, telle que le rectangle 
DCxDL soit dans le rapport de A E à B H avec le rectangle formé 
par les deux parties d'une sécante menée par D au cercle B D; décrivez 
ensuite un cercle qui passe par les points C et L et qui touche le 
cercle A ; il sera aussi tangent au cercle B. 

En effet tirez les droites OA, O B, EH, et menez B H parallèle 
à AO. Puisque AE:BH ; ; AD:BD, il est évident que EH prolongé 
rencontrera AD en D; donc AE:BII;;DE:DH ou;;DEx 1 ?F:DH 
X DF; mais, par construction, AE:BH;; DC x DL:D H x DF, doue 
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D C x 1 ) L = DE x DF, d’où i) résulte que le point F est sur la cir- 
conférence O. Donc le triangle EOF est isocèle, et il en doit être de 
même de'HBF qui lui est semblable; ainsi F appartient aussi au 
cercle B , et il est le point de contact des cercles B et O. 

Si L coïncidait avec le point C, la construction s’effectuerait par le 
corollaire de la proposition précédente. 

PROPOSITION XXXI. 

PROBLÈME. ' 

Décrire un cercle tangent à deux droites données, et à un cercle 
donne". 

Soit proposé de décrire un cercle qui touche les lignes AB et CI) 
(fîg. 3 i ), et un autre cercle dont le centre est E. 

A N «LYSE. 

Menez FE, tirez aux points de contact les droites FH, FI; ensuite 
du point F pris pour centre, décrivez avec le rayon FE une circon- 
férence de cercle qui rencontrera en K et en L, FI et F H prolongés, 
et par ces points menez les tangentes MN, OP. 

Puisque FE = FK = LF, et FG = FH = F I, il s’ensuit que G E 
= HK= IL. Mais les tangentes CD et OP étant perpendiculaires à 
la même droite F K, sont parallèles; et par la même raison AB est 
parallèle à MN, donc OP et MN sont déterminées de position, et 
par la proposition 27, page io 4 , le cercle EKL est connu; il en est 
donc de même du cercle concentrique GHI. 

SYNTHÈSE. 

A une distance égale au rayon du cercle donné, menez MN et OP 
parallèles à AB et CD; ensuite, par la proposition 37 de ce livre, 
cherchez le centre F d’un cercle qui passe par le point E, et qui 
touche MN et OP; F est aussi le centre du cercle cherché. 

En effet menez F E, F K, et FL. Puisque GE=HK=IL, il est 
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évident que FG = FH = FI. Ainsi le cercle est tangent en H et I,car 
CD et AB sont perpendiculaires respectivement à F K et FL. 

Scholie. Les six problèmes précédents sont tous renfermés dans ce 
problème général : «Trois choses étant données, soit points, ou 
droites, ou cercles, décrire un cercle déterminé par ces données. » Cet 
énoncé présente dix cas distincts. Deux de ces cas ont été traités dans 
les éléments, savoir; celui où il faut faire passer un cercle par trois 
points, et celui où il est question de décrire un cercle tangent à trois 
droites. Un principe commun qui se fait remarquer dans toutes les 
solutions connues, simplifie les conditions du problème, en rempla- 
çant les lignes ou les cercles donnés par des points. Deux cas restent 
encore à traiter; ce sont, i° celui où l’on donne trois cercles; a° celui 
où l’on donne deux cercles et une droite. Ces deux questions, sont 
aisément ramenées aux cas qui ont été résolus, en faisant usage de 
moyens analogues à ceux qu'on a employés dans la dernière propo- 
sition, c’est-à-dire en menant une parallèle, ou en décrivant un cercle 
concentrique , à des distances qui selon la position relative des don- 
nées, doivent être égales ou à la somme ou à la différence des rayons 
donnés, (i). 

(i) S’il s'agit du premier cas, c'est-à-dire s'il faut décrire un cercle tangent à trois 
cercles donnés, voici comment on s'y prendra. Nommons A , B, C les centres des 
cercles donnés , a,b ,c leurs rayons , X le ceutre du cercle cherché , et x son rayon. 
Supposons le problème résolu, et décrivons de X comme centre un cercle qui passe 
par l'un des trois centres donnés prfr A, par exempte; le rayon de ce cercle sera 
x dt. a , et sa circonférence s’écartera des centres des autres cercles de quantités con- 
nues et égales à bzha pour l'un , et crfca pour l'autre; il suit de-là que si, de ü et C 
pris pour centres, on décrit des cercles qui aient respectivement ces rayons-là, ils 
seront tangents au cercle auxiliaire que nous avons mené; or il est évident que les 
deux cercles tangents sont donnés d’après l'énoncé du problème; donc le cercle 
auxiliaire sera déterminé, puisqu'il devra passer par un point donné A, et être tan- 
gent à deux cercles donnés ; sa détermination s’effectuera par la proposition 3o , 
page 108 . Il est bien clair que de ce cercle on déduira aisément le cercle cherché. 

On s'y prendrait d’une manière analogue pour résoudre le second cas. Voyex la 
Correspondance sur l'école polytechnique , par M. Hachette , page ao5, loin 3. 
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LIVRE III. 



•" DÉFINITION. 

Si un point change de position suivant une loi déterminée , la ligne 
qu’il décrit est dite le lieu de ce point. 

PROPOSITION PREMIÈRE. 

THEOREME. 

Si d’un point donné on mène à une droite donnée des lignes, qui 
soient divisées dans un rapport connu, le lieu des points de division 
est une autre droite déterminée de position. ( Fig. i , pi. 3 ). 

Une droite AB menée d’un point fixe A à un point variable B 
d’une droite donnée BD, est partagé au point C dans un rapport 
donné; quelle que soit l'inclinaison de AB, le point C se trouvera 
toujours sur une droite déterminée de position. 

> ANALYSE. 

Par A abaissez la perpendiculaire AD sur BD, et par C menez 
CE parallèle à BD. Il est évident que AC:AB:;AE:AD, et consé- 
quemment le rapport de AE à AD est connu; mais AD est donnée 
tant de position que de grandeur, ainsi A E et le point E sont don- 
nés, et par conséquent CE qui est perpendiculaire à AD, est déter- 
minée de position. 

SYNTHÈSE. 

Abaissez la perpendiculaire AD, qui est partagée au point E dans 
lï Suppl. i5 
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le rapport donné, et élevez la perpendiculaire CE; cette droite sera 
le lieu demandé; car, CE étant parallèle à BD, AC: A B ; ; AE: AD. 

PROPOSITION IL 

THÉORÈME. 

Si d'un point donné , on mène à la circonférence d'un cercle aussi 
donné, des lignes droites, et qu'on les divise dans un rapport connu, 
le lieu des points de division est une circonférence de cercle déterminé. 

Supposez que AB {Jig. 2 ), terminée au point A et à une circonfé- 
rence donnée soit partagée au point C dans un rapport donné; ce 
point C se trouvera toujours sur une circonférence de cercle déter- 
miné. 

ANALYSE. 

Joignez le point A avec le centre D du cercle donné, et menez CE 
parallèle à BD. Il est évident que AÇ: AB; : AE:AD; ainsi le rap- 
port de AE à AD est donné, et par conséquent AE et le point E 
sont déterminés. Déplus, puisque AC:AB:;CE:BD,le rapport de 
CE à BD est connu, et pour chaque position de AB, CE est déter- 
miné de grandeur; et comme BD est une constante, on voit que CE 
en est une aussi , et par conséquent le point C est toujours situé sur 
la circonférence d'un cercle décrit de E comme centre avec le rayon 
connu C E. 

SYNTHÈSE. 

Menez AD, et après avoir divisé cette droite au point E dans le 
rapport donné, cherchez une ligne EC qui soit avec BD dans le 
même rapport; ensuite, du point E pris pour centre et avec CE pour 
rayon , décrivez un cercle qui sera le lieu demandé. 

En effet menez AB qui coupe l une et l’autre circonférences, et 
tirez CE, BD. Puisque CE:BD;;AE:AD,il s’ensuit que CE:AE 
. :BD:AD; par conséquent les triangles CAEctBAD, qui ont en 
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outre un angle commun, sont semblables, et AC: AB: ;AE: AD, c’est- 
à-dire dans le rapport donné. 

PROPOSITION III. 

THÉORÈME. 

• * 

Sur chacun des côtés d’un angle donné, on place un point, et sans 
changer le rapport des distances des deux points ainsi déterminés au 
sommet de l'angle, ni la position de ce sommet, ni la grandeur de 
l’angle, on suppose que l'un des points parcourt une ligne droite 
donnée; il est question de démontrer que l'autre point aura aussi 
pour lieu une droite déterminée. 

Le rapport de BA à AC 3), l’angle BAC et son sommet A, 
sont donnés; si l'extrémité B décrit la droite CD, l'extrémité C dé- 
crira aussi une droite CE déterminée de position. 

ANALYSE. 

Abaissez la perpendiculaire AD sur BD, menez AE formant avec 
AD un angle DAE égal à BAC, et portez sur la droite ainsi placée 
une distance AE quatrième proportionnelle à AB, AC et AD; la 
droite CE est le lieu demandé d’après l’hypothèse. 

Puisque l’angle DAE est, par construction, égal h BAC, il est 
connu; et la perpendiculaire AD étant donnée, la droite A E est par 
conséquent déterminée de position; elle l’est aussi de grandeur, car 
AB, AC, A D sont données. De plus, l’angle B A C étant égal à DA E, 
il en résulte que l’angle BAD est égal à CAE; et si l’on considère 
d’ailleurs que AB:AD;;AC:AE, on en conclura que des triangles 
A B D et A C E sont semblables comme ayant un angle égal chacun à 
chacun, compris entre des côtés proportionnels. Donc l’angle CEA 
est égal à BD A, c’est-à-dire à un angle droit; par conséquent la 
droite CE est déterminée de position. 
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S Y N THÈSE. 

Après avoir abaissé la perpendiculaire AD, et fait l’angle DAE 
égal à BAC, portez de A eu E comme ci-dessus une quatrième pro- 
portionnelle aux lignes AB, AC, AD, et, par le point E ainsi placé, 
menez sur AE la perpendiculaire CE; ce sera le lieu cherché. Car 
les triangles rectangles B AD et CAE ayant de plus un angle aigu 
égal, sont semblables, et par conséquent AB: AC : : AD: AE ou: ;M:N, 
^ étant le rapport constant de AB à AC. 

PROPOSITION IV. 

THÉORÈME. 

Si par un point fixe on mène deux droites dont les longueurs sont 
dans un rapport constant, et dont l'inclinaison est invariable; si 
l’extrémité de l’une parcourt une circonférence de cercle déterminée , 
l’extrémité de l’autre aura pour lieu une circonférence également 
déterminée. 

Supposez que l’angle BAC {fig. 4) , son sommet A, et le rapport 
de ses côtés, soient constants; si B parcourt un cercle donné, le lieu 
de C sera aussi un cercle déterminé. 

ANALYSE. 

Joignez le point A avec le centre D du cercle donné; menez une 
droite AE qui soit inclinée sur AD d'une quantité égale à l’angle 
donné, et dont la longueur ait avec AD un rapport égal au rapport 
donné; enfin tirez les droites DB et E C. 

Le point A et le centre D étant donnés et fixes, la droite AD est 
déterminée ;• il en est donc de même de la droite A E qui est aussi 
constante et connue de grandeur; ainsi le point E est déterminé et 
invariable. 

De plus, l’angle total BAC étant égal à DAE, la partie BAI) est 
égale à CA E, et puisque d'ailleurs AB: AD: : A C: AE, il s’ensuit que 
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les triangles ADB et AEC sont semblables, et que AB:BI);;AC:CE 1 
AC CA 

OU bien CE = ~ x B D ; or le rapport ~ est constant et connu, 
BD l’est aussi d’après l'hypothèse; donc la distance C E est constante 
et de'terminèe. Donc le point C parcourt une circonférence de cercle 
dont le centre E et le rayon C E sont connus. 

s y nth fesE. 

Après avoir mené la droite AE inclinée sur AD d’une quantité 
égale à l’angle donné, et l’avoir prise d’une longueur telle que 
soit égal au rapport donné, du point E comme centre avec le rayon 
CE, décrivez un cercle, ce sera le lieu cherché. 

Car AD:BD; ; AE:EC ; mais l’angle BAD est égal à CAE, puis- 
que BAC = D A E, donc les triangles AB D et C A Esout semblables, 
et AB:AC:;AD:AE, c’est-à-dire dans le rapport donné. 

Scholie. Un arc de cercle a pour limite sa tangente , et il s’en ap- 
proche continuellement à mesure que le centre s’éloigne et que la 
circonférence s’aggrandit; ainsi le lieu rectiligne peut être déduit du 
lieu circulaire, et ce que nous aurons - dit de celui-ci , nous pourrons 
le transporter au premier, en supposant que le centre soit situé à une 
distance infinie. Ainsi, dans la proposition a de ce livre, pag. 1 1 4 , 
si on conçoit que les centres E et D {fig- a ), sans quitter la droite 
AD, s’éloignent toujours du point A et s’en écartent à une distance 
infinie, alors les cercles qui passent par C et par B, deviendront 
deux droites perpendiculaires à AD, ce qui est le cas de la pre- 
mière proposition, pag. 1 13. De même si nous éloignons à l’infini les 
centres D et E dans la proposition 4, sans leur faire quitter à l’un la 
droite AD, à l’autre la droite AE, alors les cercles qui passent 
en B et C, se confondront avec leurs tangentes, et deviendront 
par conséquent des droites perpendiculaires respectivement à AD 
et AE comme dans la proposition 3, pag. ii5. . 
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PROPOSITION V. 

THÉORÈME. 

Une droite menée par un point fixe est divisée en un point de sa 
longueur en deux parties telles que le rectangle de l’une et de la 
ligne entière, équivaut à un rectangle constant et donné; si le point 
de section se meut en parcourant une droite donnée , l’extrémité de 
la ligne mobile aura pour lieu une circonférence déterminée. 

Le rectangle A B x A C {/)£■ 5 ) , et le point A sont constants et 
donnés; la droite BD est donnée de position; le point C parcourra 
une circonférence connue. 

ANALYSE. 

Menez AD perpendiculaire à BD, et faites le rectangle AD x AE 
= ABxAC. Il suit dc-là que AE et le point E sont complettement 
déterminés. Menez CE. Puisque A D x A E = AB x AC , A D : AB 
; ; A C : A F., proportion qui démontre la similitude des deux triangles 
ABD et ACE auxquels l’anglé A est commun. Il en résulte que ACE 
= AD B, et par conséquent que l'angle ACE est toujours droit 
quelque position que prenne la droite mobile, ce qui devient à dire 
que le point C parcourt une circonférence de cercle, dont AE est 
le diamètre. 

SYNTHÈSE. 

Après avoir mené la perpendiculaire AD, faites le rectangle AD 
x AE équivalent à l’espace donné, et sur le diamètre AE décrivez 
un cercle; c’est le lieu cherché. Car, si vous menez A Cet CE, vous 
formerez deux triangles ABD et AEC qui seront semblables, puis- 
qu’ils auront deux angles égaux chacun à chacun; ainsi A B: AD 
; ; AE: AC, et AB x AC = AD x AE = l’espace donné. 
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PROPOSITION VI. 

THÉORÈME. 

Une droite, assujétie à passer constamment par un point fixe, est 
divisée en deux parties telles que le rectangle de l’une comptée du 
point fixe, par la ligne entière, soit constamment égal à un rectangle 
donné; si le point de division parcourt une circonférence donnée, 
l’extrémité de la droite aura pour lieu une ligne droite déterminée 
de position, ou "une circonférence de cercle déterminée , selon que 
le point fixe sera ou ne sera pas situé sur la circonférence donnée. 

Supposez que le rectangle AC x AB équivaille à une espace donné, 
et que le segment AC soit terminé à une circonférence donnée; le 
point fixe A peut être ou n’être pas sur cette circonférence. ( Fig. 6 et 
6 bis). 

Premier cas. Si le point A est sur la circonférence donnée , fig. 6, 
le lieu de B est une droite déterminée de position. 

ANALYSE. 

Menez le diamètre AE, et faites AE x AD = AB x AC; le point D 
sera ainsi déterminé, et il est clair cju’il est un point du lieu cherché. 
Maintenant tirez CE et BD; puisque AExAD = ABxAC, AC 
;AE;;AD:AB; donc les triangles CAE et B AD sont semblables. 
Ainsi l’angle ADB est égal à ACE, c’est-à-dire à un angle droit; par 
conséquent la droite DB est déterminée de position. 

SYNTHÈSE. 

Après avoir mené le diamètre AE, faites le rectangle AExAD 
équivalent à l'espace donné; la perpendiculaire BD est le lieu cher- 
ché. Car, si vous menez AC B et CE, vous formerez deux triangles 
ACE et ADB évidemment semblables, ce qui montre que AC:AE 
:: AD; AB, d'où ACxAB = AExAD = l'espace donné. 
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Deuxième cas. Si le point A n’cst pas sur la circonférence donnée 
ECC'D, le lieu de B est une circonférence déterminée. {Fig. G bis). 

ANALYSE. 

Menez le diamètre F. AD, et la corde CABC' du cercle donné qui 
• coupe le lieu demandé aux points B et F. Soit M le rectangle donné, 
et N le rectangle connu EAx AD. On a par hypothèse, ABx AC 
= AFxAC' = M, et ACxAC'=N; d’où il suit que le rapport 
XV~T 5 ‘ = M‘ ® onc ce rapport ^-jj est déterminé, et d’après la 
proposition a de ce livre, page n4, l’extrémité B de la droite AB 
est sur la circonférence d’un cercle connu. 

SYNTHESE. 

Après avoir mené le diamètre DAE, faites le rectangle ADxAH 
égal à l’espace donné , et (livre 3, prop. 2 , p. 1 14) décrivez un cercle 
BGFH,tel qu’une corde de ce cercle menée par A soit divisée à ce point 
dans le rapport de A E à A H ; ce cercle est le lieu demandé. Car A E 
: ÂH : : AC : A B ; : AC x AC': AB x AC' ; donc AC x AC' : AB x A C' 
;;AExAD: AHxAD; mais AC x AC' = AE x AD; donc AB x AC' 
= AHxAD = M. 

PROPOSITION VII. 

* 

THÉORÈME. 

La grandeur d’un angle , son sommet , et le rectangle de ses côtés 
étant fixes et donnés, si l’extrémité de l’un des côtés parcourt une 
ligne droite donnée, celle de l’autre aura pour lieu une circonfé- 
rence de cercle déterminée. 

Le point A {fig. 7 ), l’angle BAC, et le rectangle AB x AC, sont 
constants ; si B parcourt la droite donnée B D , le lieu de C est un 
cercle connu. 

ANALYSE. 

Par A abaissez la perpendiculaire A D sur BD. Menez A E qui fait 
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avec AD un angle égal à l’angle donné, et un rectangle ADx AK, 
équivalent au rectangle donné; tirez CE. 

Puisque AD est évidemment donné de position et de grandeur, 
il en est de même de AE; et le rectangle ADxAE .étant égal à AB 
x AC, il en résulte que AD: AB:: AC: AE. Comme de plus l’angle 
DAB est égal à EAC, les triangles DAB et EAC sont semblables, 
d’où il suit que l’angle EAC est égal à AD B, c’est-à-dire à un angle 
droit; donc le point C parcourt un cercle, dont AE est le diamètre. 

SYNTHÈSE. 

Après avoir abaissé la perpendiculaire A D , menez A E de manière 
que l’angle DAE soit égal à l’angle donné, et que le rectangle AD 
x AK équivaille au rectangle donné; le cercle décrit sur A E comme 
diamètre est le lieu cherché. 

En effet tirez CE: les triangles DAB et EAC sont semblables, 
puisqu’ils sont tous deux rectangles l’un en D , l’autre en C , et que 
de plus l’angle EAC est égal à B AD; donc AD:AB;;AC:AE, et 
par conséquent le rectangle ABx AC équivaut à A D x A C , c’est-à- 
dire au rectangle donné. 

PROPOSITION VIII. 

THÉORÈME. 

Si deux droites, dont les longueurs sont dans un rapport constant, 
se meuvent en s’appuyant toujours sur deux droites fixes données et 
en conservant la même direction, leur point d’intersection décrira 
une ligne droite déterminée. 

Le rapport de AB à AC (fi g. 8 , pi. 3) est constant, ainsi que les 
angles ABD et ACD formés par ces droites avec les lignes fixes 
DE, DF; le lieu du point A est une droite déterminée. 

A N A LYSE. 

Menez DA, et prolongez B A jusqu’à la rencontre de DF en G. Le 
If’ Suppl. i6 
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triangle DBG est déterminé d'espèce, puisque les angles B et D sont 
donnés. Il en est de même du triangle AGC, et par conséquent le 
rapport de AC à AG est déterminé; le rapport de AB à AC étant 
constant, il s’ensuit que celui de A B à A G , et celui de B G à A G , 
sont pareillement constants; il en est donc ainsi du rapport de B G 
à D G, et par conséquent du rapport de AG à DG. Comme de plus 
l'angle en G est déterminé, on voit que le triangle A DG est déter- 
miné d'espèce, d’où il suit que la ligne droite AD est fixée de 
position. 

S YNTH ÈSE. 

Sur DE prenez un point quelconque H, et menez par ce point 
des droites H I et HL taisant avec DF et DE des angles respec- 
tivement égaux aux angles donnés; prolongez ensuite IH jusqu'en 
M d’une quantité MH, telle que J 1 soit égal au rapport donné; 
cherchez une troisième proportionnelle I N entre I M et I H , et menez 
DNA; cette droite est le lieu cherché. 

Car IM:1H::IH:IN, donc M H :I H : ;N H:1 N ; mais AB:AG 
::N H:1N, et à cause de la similitude des triangles ACG et HLI, 
AG:AC::IH:HL, donc enfin AB:AC::NHxIH:INxHL::MH 
x I N: i N x H L ; ; M H : H L , c'est-à-dire dans le rapport donné. 

PROPOSITION IN. 

THÉORÈME. 

Trois droites qui concourent en un même point étant données de 
position , si une quatrième droite les coupe sous une inclinaison 
constante, et de manière que le rectangle de son premier segment, 
par une droite donnée, soit égal à la somme des rectangles de son 
premier et de son second segment par des lignes données; le lieu du 
point d'où sont comptés les segments , est une droite déterminée. 

Supposez que ABCD (/<£■ 9 ) coupe les droites EF, EG et EH sous 
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des angles donnés, et tellement que AB x KL = AC x ML + AD 
xNM; les droites RL, LM, M N ét.mt données, le lieu du point A 
sera une droite déterminée de position. 

. ANALYSE. 

Puisque ACxML = ABxML+BCxML, et que A I) x N AI 
= ABxNM + BDxN M , il s’ensuit que A B x K L = A B (M L+NM) 
+ BCxML+BDxNM, et ABxKN =BCxML + BDxNM. Pre- 
nez. MO, de manière que BC:BD: :N M:MO, alors BC x MO = BD 
xMN, d’où ABxRN = BC ( ML + MO ) = BC x OL, et AB:BC 
: ;OL:KN. 11 suit de-là que le rapport de AB à BC est déterminé; 
mais le triangle BCR étant connu d’espèce, le rapport de BR à BC 
est donné, donc le rapport de AB à BE est connu; et puisque l'angle 
compris ABE est donné, on voit que le triangle BAE est déter- 
miné d’espèce, ce qui revient à dire que la droite AE est déterminée 
de position. 

S Y N TH ÈSE. 

Ayant pris sur RH un point quelconque H, menez HGF sous 
l'inclinaison donnée; prenez. MO de telle longueur que F G: Fil 
::NM:MO , et prolongez H F d’une quantité sullisante FI, pour que 
R N : OL ; ; FG : I F ; E I est la droite cherchée. 

Car BC:AB::FG:ÎF::NK:OL, et ABxRN = BCxOL; mais 
BC : BD; ;FG : FH; ;NM ; MO, donc BCxMO= BDxMN. Par 
conséquent ABx RN= BC x OL =BC ( MO -f-ML)= BC x ML 
+ BD x MN= BC x MLh-MN (AD — AB); d’où il résulte que AB 
x RL = AB x ML+BCx M L+ADx N M=AC x ML+AD x NM. 

PROPOSITION X. 

THÉORÈME. 

Quatre .droites qui concourent en un même point étant données 
de position , si une cinquième droite les coupe sous une inclinaison 
constante et de telle manière que la somme des rectangles de son 

ifi. 
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premier et second segment, par des lignes données, soit égale à la 
somme des rectangles de son troisième et de son quatrième segment 
par d'autres lignes données, le point d’où sont comptés tous les 
segments , aura pour lieu une droite déterminée. 

Si ABC I)E coupe les quatre lignes FG, F H, F I et FR {ftg. io) 
sous un angle constant, et tellement que ABxMN+ACxNO 
= A D x OP-t- AE x PQ, les quatre droites MN,NO,OP,PQ étant 
données, le point A parcourra une ligne droite déterminée de position. 

ANALYSE. 

Puisque A B x MN + A C x NO= A D x OP-t-AE x PQ, il s’ensuit 
que ABxAIO+BCxNü=ABx OQ+BD x OP-t-BP3 x PQ, et par 
conséquent A'iîx MQ i BCxNO=BI)xOP+BExPQ. Faites BD 
:BC::NO:OR,rt BD:BE::PQ:PS;alorsBDxOR = BCxNO, 
et BD x PS=;BE x PQ, d’où il résulte que ABxMQ+BDxOR 
= BD x OP + BD x PS ou AB x M Q = BD x SR, c’est-à-dire AB 
: B D : : S R : M Q. Ce triangle B D F étant donné d’espèce, le rapport de 
AB à B F est déterminé, et comme de plus l’angle ABF’ est constant, 
il est clair que le triangle B A F' esi pareillement déterminé d’espèce, 
ou ce qui revient au même, que la droite AF est déterminée de 
position. 

S Y NT H ÈSE. 

Après avoir pris sur F K un point quelconque K, menez K1HG 
sous l’inclinaison donnée; faites OR — ** ° et PS— 1 , et 
prolongez KG d’une quantité G L, telle que MQ:SR : ;G I:G L; FL 
est le lieu demandé. 

En effet BD:BC.:GI:GH: :NO:OR, et BDxOR=BCxNO;, 
de plus BD:BE::GI:GK::PQ:PS, donc BD x PS= BF. x PQ; 
ensuite MQ : SR; ;GI;GL; ;BD : AB, donc AB x M Q = BD x SR. 
Ainsi AB x MQ + BCxNO= B D x S R + B D x OR =="BI) x SO 
= BDxPS+BDxOP=Bl!xPQ+BDxOP; en .ajoutant aux 
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deux membres, le produit ABxOQ qui est égal à ABxNQ+AB 
xNO,ouàABxP Q+ AB x OP, on trouve à cause de M O =.MN 
h-NO, que AB x MN + AC x NO = AU x OP-t-AE x PQ. 

PROPOSITION XI. 

THÉORÈME. 

Une droite étant donnée de position, si deux autres droites la 
coupent sous des inclinaisons données et de manière à intercepter 
sur elle à partir de deux points fixes, des segments dont le rapport 
soit constant, le point de concours des droites mobiles a pour lieu 
une droite déterminée. AB et AC ( fig . n ) sont menées de manière 
que les angles ABF et ACF, et le rapport des segments BD, CE 
comptés à partir des points fixes D et E, soient constants; le lieu du 
point A est une droite déterminée. 

ANALYSE. 

Faites que FD soit à FE dans le rapport donné, et menez. FA. 
Puisque FD:FE: ;DB:EC, il s’ensuit que FD:FE;;FB:FC; consé- 
quemment le rapport de F B à F C et celui de F B à B C sont déter- 
minés. Mais les angles FBA et FCA étant donnés, le triangle BAC 
est évidemment donné d’espèce; donc le rapport de AB à BC est 
donné; d’où il suit qu’il en est de même du rapport de F B à AB. 
Il résulte dc-là que le triangle FBA est déterminé d'espèce, ou que 
la droite F A est déterminée de position. 

. SYNTHÈSE. 

Après avoir pris le point F de manière que F D soit à F E dans le 
rapport donné, menez DG et E G .faisant avec FI des angles respec- 
tivementégaux aux angles donnés, et joignez leur point de coneoursG 
avec F ; FGH est le lieu cherché. 

Pour le prouver, menez par un point quelconque A de FM, les 
droites AB et A £ respectivement parallèles à DG et GE, et faisant 



Digitized by Google 




t‘j(i ANALYSE GEOMETRIQUE. 

par conséquent avec l'I des angles égaux aux angles donnés. Il suit 
de cette construction que FG:FA::FD:FB:;FE:FC, on bien FD 
:FE: : FB:FC , et par conséquent DB:EC;;FD:FE; c’est-à-dire 
dans le rapport donné. 

PROPOSITION XII. 

théorème. 

Si par deux points donnés, on mène deux droites dont les lon- 
gueurs soient entre elles dans un rapport constant, le point de 
concours de ces ligues aura pour lieu une droite ou une circonfé- 
rence de cercle déterminée. 

AC et BC, menées par les points fixes A et B (Jig. 12 et 12 bis), 
sont dans un rapport déterminé; le lieu du point de concours C est 
une droite ou une circonférence de cercle. 

Premier cas. Quand le rapport donné est celui d'égalité, le lieu 
de C,/ig. 12, est une droite. 

ANALYSE. 

Prenez le milieu E de AB, et menez EC. Les triangles ACE et 
BCE, ayant leurs trois côtés égaux chacun à chacun, sont égaux, ce 
qui prouve que l’angle AEC est égal à BEC, c’est-à-dire que EC est 
perpendiculaire sur AB, et par conséquent déterminée de position. 

SYNTHÈSE. 

La perpendiculaire EC élevée par le milieu de AB, est le lieu 
cherché. Car si l'on mène, d’un point quelconque C de cette droite, 
deux autres lignes aux points A et B , il est facile de voir quelles 
sont égales. 

Deuxième cas. Quand le rapport donné 11’est pas égal à l'unité, le 
lieu de C est une circonférence de cercle. ( Fig. 1 2 bis ). 

ANALYSE. 

Menez CD faisant avec BC un angle égal à BAC, et rencontrant 
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AB prolongée en D. Les triangles DACet DCB qui ont l’angle en D 
commun, et les angles en A et en C égaux, sont semblables; donc 
AD:AC:;DC:BC, ou bien AD:DC::AC:BC, c’est-à-dire dans le 
rapport donné. Mais AD; D G; ; DC:DB,donc A D est à BD en raison 
doublée du rapport de AD à DG, ou : ; A D’ : DÜ’ ; ce dernier rapport 
étant donné, l'autre l’est donc aussi. Conséquemment BD et le point 
D sont déterminés; d’où il suit que DC est aussi déterminé et con- 
stant, ce qui signifie que le point C est sur la circonférence de cercle 
décrite de D comme centre avec D C pour rayon. 

SYNTHÈSE. 

Partagez A B dans le rapport donné au point E , et prenez le point D 
de telle manière que ED soit à BD dans ce même rapport; le cercle 
décrit de D comme centre avec D E pour rayon , est le lieu demandé. 

En effet , puisque A E:BE : ;ED:BD, on a , AD : E D ou DC ; ; ED 
ou DC:BD; ainsi les triangles DAC et DCB, ayant un angle com- 
mun compris entre des côtés proportionnels, sont semblables, et A C 
:BC:;AD:DC ou ED, c’est-à-dire dans le rapport donné. 

Scholie. Puisque, dans le second cas, AC:BC;;AD:ED, on voit 
qu’à mesure que le rapport de AC à BC s’approchera de l’unité, 
le centre D s’écartera de plus en plus de A et de E, et le point E 
tendra continuellement à se confondre avec le milieu de AB; à la 
limite, c'est-à-dire quand -g^ sera égal à l'unité, l’arc EC se confon- 
avec sa tangente qui sera alors une droite perpendiculaire sur le 
milieu de AB. On voit par-là que le premier cas peut être déduit du 
second. 

PROPOSITION XIII. 

THÉORÈME. 

Si un point mobile est assujéti à cette condition que le quarré de 
sa distance à un point fixe donné, équivaille au rectangle de sa distance 
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à une droite fixe et d’une autre ligne donnée, le lieu de ce point est 
une circonférence de cercle déterminée. 

Le point A et la droite CD (yî 'g. i3) sont dans une position déter- 
minée; on suppose que le quarré de B A soit égal au rectangle de 4a 
perpendiculaire BC et de la droite K; il faut prouver que le lieu 
de B est une circonférence de cercle déterminée. 

ANALYSE. 

Menez DF A parallèle à CB, faites AO = ~ K, prenez le milieu 
de AO en G, tirez BO, et abaissez la perpendiculaire B F. 

Puisque G est le milieu de AO, ÔÏÏ* — ÂH* ou AB'* — OB”=- aAO 
x G F = K. G F ; mais Alt' = K. BC=KxDF, donc Ô1T , = K. DG. 
Comme DG est donné, OB est déterminé; et une des extrémités O 
de cette droite étant déterminée, l’autre doit être située sur la cir- 
conférence B B' H. 

SYNTHÈSE. 

Ap rès avoir mené DA parallèle à CB, faites AO = ; K, AG 
= 7 AO, et OH = V/K. DG ; le cercle décrit de O comme centre 
avec 0 11 pour rayon, est le lieu demandé. 

Car ob* — AB* ou AB’’ — O il"’ = 2 A O x G F = K x G F;et comme 
par construction OH’ ou o is — K x DG, il s'ensuit que À B’= K x DF 
= K. x BC. 

Corollaire. Si le point donné A est situé sur DC, c'est-à-dire s’il 
coïncide avec D, alors DG = j K et OH = ; K, c'est-à-dire que le 
cercle passe par D ; dans ce cas A B est une corde, et son quarré est 
égal au rcetangle du segment D F, et du diamètre K , ce qu’on savait 
ri priori. 

PROPOSITION XIV. 

PROBLÈME. 

Si par deux points donnés on mène deux droites qui sc coupent , 
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et qui soient telles que la différence du quarré de l'une et d’un espace 
donné, soit en rapport constant avec le quarré de l'autre, le lieu du 
point de concours de ces droites est une circonférence de cercle 
déterminé. 

Soient AC et BC ( Jig . i 4 ) les deux droites mobiles, et supposez 
que le rectangle AC x AD équi vaille à l’espace donné; alors si la dif- 
férence entre le quarré de A C et ce rectangle , est dans un rapport 
déterminé avec le quarré de BC, le lieu du point C sera une cir- 
conférence déterminée. 

ANALYSE. 

Faites que A E soit à BE dans le rapport donné, menez CE et BD, 
prolongez CB jusqu’à la rencontre de la circonférence de cercle cir- 
conscrite au triangle AD B, et menez AF. 

Le rectangle ACxCD étant égal à FCxBC,il s’ensuit que FC 
x BC est au quarré de BC ou que FC est à BC dans le rapport de 
AE à BE; par conséquent AF est parallèle à CE, et l’angle ECB 
est égal à AFB, c’est-à-dire à BDC. Par les points C, D, B, faites 
passer un cercle qui coupera AB en G, et menez CG et D G ; alors 
le rectangle B A x A G est égal à C A x A D ou à l’espace donné , d’où 
il suit que le point G est déterminé, ainsi que AG. On voit aussi 
que l’angle CDBou ECB est égal à CGB; donc les triangles BEC 
et CEG sont semblables, et GE:CE; ;CE:BE; d'où CE’=GE x BE. 
Ce dernier résultat prouve que CE est une ligne déterminée, et con- 
séquemment que le lieu du point C est un cercle dont E est le centre. 

SYNTHÈSE. 

Faites le rectangle ABx AG équivalent à l’espace donné, et ^ 
égal au rapport donné; prenez une moyenne proportionnelle EH 
entre GE et BE; le cercle décrit de E comme centre avec le rayon 
EH est le lieu demandé. 

Pour le démontrer , par les points A, D, Bet par les points C, B, G, 
II’ Suppl. 17 
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fuites passer des cercles, prolongez -C B jusqu’en F, et menez AF, 
CG, DG. Puisque GExBE = h 1 ?, GE:I 1 E ou CE;:HE ou CE 
:BE, et par conséquent les triangles GEC et CEB sont semblables, 
d'où il suit que les angles EGC et ECB sont égaux. Mais EGC 
= CDB = AFB, donc ECB = AFB, et les lignes CE et AF sont 
parallèles. Par conséquent A E : BE : : F C : B C 1 ; F C x B C ou A C x CD, 
ou AC (AC — AD):Bt?. OrADxAC=AB x A G = l'espace donné ; 
ainsi la différence entre le quarré de AC et cet espace, lequel est 
égal à A C x A D , est au quarré de B C dans le rapport donné de 
AEà BE. 

Scholie. Le théorème précédent étendu à ses cas extrêmes, com- 
prend plusieurs propositions particulières. Ainsi , en supposant que 
le rapport donné soit égal à l’unité, l’espace donné sera équivalent 
à la somme ou à la différence des quarrés de AC et B C, selon que 
cet espace sera plus grand ou plus petit que ÂC’ Quand il surpasse 
le quarré de A C , le centre E coïncide avec le milieu de AB, comme 
dans le premier cas de la dix-septièine proposition de ce livre , page 
i 3 a. Mais quand le quarré de AC excède l’espace donné, le rapport 
de AEà BE étant celui degalité, le centre E qui est alors au-delà 
de B, doit être situéà une distance infinie, et par conséquent l'arcHC 
se confond avec sa tangente qui est perpendiculaire sur le milieu de 
G B , comme dans la proposition suivante. 

De plus si l’espace donné est supposé nul, alors le rapport de AC’ 
à iuT' est donné, et par conséquent celui de A C à BC l’est aussi ; dans 
ce cas , A G est nul , le point G coïncide avec A , et le centre et le 
rayon du cercle cherché sont déterminés de la même manière que 
dans la proposition 12, page 126. 

PROPOSITION XV. 

THÉORÈME. 

Si par deux points fixes donnés on mène deux droites qui sc 
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coupent de manière que la différence de leurs quarrés soit constante, 
leur point de concours décrit une ligne droite déterminée de position. 

Les droites A C et BC ( fig . i5), menées par les points A et B, sont 
telles que la différence de leurs quarrés est constante ; le lieu de leur 
point de concours C est une droite déterminée. 

ANALYSE. 

Abaissez la perpendiculaire CD sur AB, et prenez le milieu de 
AB en E. Il est clair que ÂC* — Bü* = 2 A Bx ED, donc le rectangle 
ABxED, et par conséquent son côté ED, sont déterminés; ainsi 
le point D et la perpendiculaire CD sont également déterminés; 
d'où il suit que CD est le lieu cherché. 

SYNTHÈSE. 

Prenez le milieu E de AB, et faites le rectangle a AB x ED équi- 
valent à l’espace donné; la perpendiculaire DC est le lieu demandé. 

Car ÂC* — BÜ*= A B x aED = l'espace donné. 

PROPOSITION XVI. 

LENNE. 

Si sur une droite AB ( fig - 16 ), partagée au point C en deux par- 
ties telles que B C — « x A C , on prend un point quelconque D, on 
aura l’équation n x Âîf’+Bü 7 = AB x BC+(n+ i)cd*. 

Pour le démontrer décrivez sur AB un demi-cercle, et élevez la 
perpendiculaire C E, menez AE , BE, et la droite D F parallèle à C E 
qui rencontre AE en F; tirez BF. 

L’angle AEB étant droit, AC:CE;;CE;BC, et conséquemment 
AC:BC:;aC*:ËTT’; mais BC = n x AC, donc CE* =n x ÂC*. De plus 
AB: A E; : AE: A C, et AB: AC : ; ÂÈ’: AC, et puisque A B = (n + 1 ) 
AC, il faut que Â ! 7 = («-»- 1 ) ÂC 7 . Maintenant C E et I)F étant pa- 
rallèles, CE:DF:;AC:AD, et cFiüf 1 ; ;âc 7 :âd 7 ; or cE 7 = /iâc-, 

* 7 * 
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donc FF — n aT)-. Mais bF* == A B x B C , et comme les triangles 
BDF et 8£F sont rectangles , B D'+DF' = BF*= B E’-4- ËF* = FF 
+CÜ-+ (EC — FD)’; d’où l’on déduit par substitution, n AD’+STP 
= AB x BC+(n+ i)cF*. . 

PROPOSITION XVII. 

THÉORÈME. 

Si, par plusieurs points fixes donnes, on fait passer des droites 
terminées toutes à un même point, et telles que la somme de leurs 
quarrés est constamment égale à un espace donné, ce point de 
concours aura pour lieu une circonférence de cercle déterminée. 

Premier cas. Quand les points donnés sont seulement au nombre 
de deux. 

Supposez que les droites AP et BP ( fig . 17 ) menées par les points 
A et B, soient telles que la somme de leurs quarrés équivaille tou- 
jours à un espace donné; le lieu de leur point de concours est une 
circonférence déterminée. 

ANALYSE. 

Prenez le milieu de AB en O, et menez OP. On aura AP+BP 1 
=aÂ( 3 *- 4 - 2 ÔF’; ainsi AO 1 + 0 1” est déterminé; mais AO et son quatre 
étant déterminés, le quarré de la ligne OP et cette ligne elle-même, 
le sont aussi ; donc le lieu de P est une circonférence de cercle dont 
O est le centre et OP le rayon. 

SYNTHÈSE. 

Prenez le milieu O de AB, cherchez une droite AF dont le quarré 
soit égal à la moitié de l'espace donné , et faites (TF = AK* — a O* ; 
le cercle décrit du centre O avec le rayoïrOE est le lieu demandé. 

Car ÂF- -4- FF = a Âü 1 -+- OF* = a.ïô* -4- aôF = a FF = l'espace 
donné. 

Deuxième cas. Quand les points donnés sont au nombre de trois. 
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Les droites AP, BP, CP, menëes par les points A, B, C, étant telles 
que la somme de leurs quarrés est constamment égale à un espace 
donné, le lieu du point de concours P est une circonférence de 
cercle déterminé. {Fig. 17 bis). 

AN ALT SE. 

Prenez le milieu de AB en E; aF + H P’ = 2 A E’ 4 - 2 ËF ; par consé- 
quent Ap 4 -iTP 4 -ÜF’ = 2 ] 0 ? 4 - 2 EF 4 -CP : . Maintenant 2 À“K' = A B 
xBE; et de plus, si l’on abaisse la perpendiculaire PF sur EC, il 
est clair que 2 ET’ = aEP+aPP, et CP 5 — PF’-t-CF*. Par conséquent 
XF+ÏÏF-PCP : ==ABx BE+3PF’+2ËF : +CP. Prenez EO le tiers de 
EC, et menez PO; en vertu du lemme précédent, aEF’4-CF : — EC 
xCO + SOT*. Ainsi ÂT^-t-ïïT’ -t-cP = AB x BE-+- EC x CO+3FF* 
4-3<}F , = AB x BE + ECxCO + 3PÜ-. Or les points E et O sont 
évidemment déterminés; il en est donc de même des rectangles AB 
xBF, et ECxCO; il suit de-là que 3o 1 “ et OP sont pareillement 
déterminés. Donc le point P a pour lieu la circonférence décrite de O 
comme centre avec le rayon OP. 

SYNTHÈSE. 

Prenez A E = j A B , F. O = t E G , et cherchez une droite O P telle 
que son quarré soit égal- au tiers de l’excès de l'espace donné sur la 
somme des rectangles ABxBE et ECxCO; le lieu cherché est un 
cercle dont O est le centre , et P O le rayon. Car 3 PÜ* = 3 ÏÏP-t-3oF’, 
ou 3 PO 1 4 - ECxCO = 3pF 4 - EC x CO 4 - 3ôT’ = 3pF*4- 2 EF- 
4 CF* ( lemme ) = 2 FÊ 7 4- FT’4- CF* = 2 PË? 4- tTF ; par conséquent 
l'espace donné ou 3PCP4- AB x BE 4 -EC x CO = 2ÏE’4-2PË , 4-CP : 
= ÂP’4-ÏÏP ; 4-CP-. 

Troisième cas. Quand les points donnés sont au nombre de quatre. 
Les droites AP, BP, CP, DP {/ig. 17 ter. ), menées par les points 
A, B, C, D , étant telles que la somme de leurs quarrés est constam- 
ment égale à un espace donné, le lieu de leur point de concours 
est une circonférence de cercle déterminée. 
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ANALYSE. 

Prenez AE = { AB, EF = {■ EC, et menez PE et PF. Il est clair, 
d’après ce qui a été démontre pour le cas précédent, que A P’-t-BP*’ 

-t-cTF = ABxBE + ECxCF + 3pF; d’où TF + bp 1 + c"F -+■ FF 
= AB xBE+ECxCF+3 i>F + dF\ Abaissez la perpendiculaire PG 
sur D F, et vous verrez que l’espace donné est égal à AB x BE-t-EC 
x CF+3 Tg-+3fG : + Fg' , + DS - * ; par conséquent 4PG 1 -t-3FÜ'’+ DG - * 
équivaut à un espace déterminé. Faites FO = -j DF, et menez PO; 
alors, par le lemme, 3 f‘6‘*+DG* = F D x DO+4ûG*. Donc FD x DO 
+4ÔG ; -t-4PG ; = FD x DO+4 PO', équivaut à un espace déterminé; 
donc 4FÔT- et PO sont déterminés. Comme d’ailleurs le point O est 
donné, on voit que le lieu de P est un cercle qui a pour centre O, 
et P O pour rayon. 

SYNTHÈSE. 

Faites AE= j A B, E F = E C , et F O = -j F’ D. Cherchez ensuite 
le côté d’un quarré équivalent à l’espace donné diminué de AB x BE 
-t-EC xCF + DF x OD, et avec la imkitié de ce côté pour rayon, 
décrivez, de O comme centre, une circonférence de cercle, qui sera 
le lieu cherché. 

En effet menez PE, PF, PO, et abaissez la perpendiculaire PG 
sur DF ; alors FDxDQ+4pÔ* — FD x DO-t-4üti , +4ï ï <ï' — 3 F G* 
-t-ÛG î -t-4PG ; = 3F(J-’+ 3 PG* -t- UF = 3FF’+ DF. Par conséquent 
AB x BE -I- EC x CF + 3 PF* -t- DP*, équivaut à l’espace donné. Mais, 
d’après ce qui a été démontré dans la synthèse du cas précédent, il 
est clair que TF + BP ; + CP’ = AB xBE + ECxCF-t- 3 FF*; donc 
Af+B P’+C P* + D P‘ équivaut à l'espace donné. 

En poursuivant ce mode de démonstration , il est facile d'étendre 
successivement la proposition à un nombre quelconque de points 
donnés. 

Sc/iolie. La propriété qui vient d’etre démontrée est susceptible 
d'être généralisée. Ainsi quand l’espace donné, au lieu d’être égal à 
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la somme des quarrés des lignes droites nlobiles, équivaut à la somme 
de diftérents multiples de ces quarrés, le point de concours de ccs 
droites a encore pour lieu une circonférence de cercle. 

Ou conçoit d’autres droites dirigées du point P vers les centres 
A, B, C..., et sur ces droites d’autres centres dout les quarrés des 
distances au point P étant multipliés par des coëfficiens donnés, soient 
respectivement égaux aux quarrés des premières distances PA, PB, 
PC — Mais cette propriété peut être rendue plus claire à l’aide d'une 
simple extension du lemm e,page 1 3 1 . Soient AP et BP ( fig . \dtbis') 
deux des droites mobiles qui passent par les points fixes A et B; 
prenez OB = vxOA; alors , menant P O et la perpendiculaire P L , 
il a été prouvé que nxAl; +UL’=AB x BO+(v+ i)ol*; ajoutant 
départ et d’autre (-u+i) FI?, il est clair que L’+PT)+îfL’-t-PT- 
= v. A P’ + U P 1 = ABx B O •+-(m- i)ÔP\ Multipliez les deux mem- 
bres par n et supposez nv—m, vous trouverez que m. Al* 1 
= /i. AB x BO+(n+m)üP. Par des applications répétées de ce prin- 
cipe , on peut démontrer que m. Xp"’ + n. FF + p. CP’ -t- q. D I” -t- etc. 
z=z(rn + n + p + q + etc.) ÔP> + certains multiples de rectangles don- 
nés; conséquemment le point de concours a pour lieu une circonfé- 
rence de cercle dont le centre est O, et le rayon OP. Mais la pro- 
priété doit subsister si on divise tous ces multiples de quarrés par le 
même nombre, c’est-à-dire si , au lieu des quarrés des lignes mobiles, 
on considère les figures semblables construites sur elles. Si l’espace 
donné est égal à la somme des rectangles, le cercle se réduit à un 
point, puisque OP devient nul, et au-delà de cette limite, la pro- 
position est impossible. Il est également visible que le centre O et le 
rayon OP resteront les mêmes dans quelque ordre qu’on effectue les 
constructions nécessaires pour obtenir la situation du centre (i). 



(i) En examinant attentivement ces constructions, il est aisé de s'apercevoir que 
le centre du cercle cherché est en même temps le centre de gravité du système 
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DES PORISMES. — DÉFINITION. 

Le porisme a pour objet de démontrer qu’on peut trouver plu- 
sieurs quantités telles qu’une certaine relation déterminée ait lieu 
entre ces quantités , et une infinité d'autres qui sont prises suivant 
une loi donnée. 

Le porisme suppose qu’il y a des conditions qui rendent un pro- 
blème indéterminé, c’est-à-dire susceptible d’une infinité de solutions. 

PROPOSITION XVIII. 

PORISME. 

Trois points étant donnés, on peut en trouver un quatrième tel 
qu’en y faisant passer une droite quelconque, la somme des distances 



des différents points fixes donnés. Celte propriété curieuse est énoncée dans le beau 
traité d'Huygcns , intitulé Horologium oscillatorium , et elle lui fournit un exemple 
pour appliquer le principe de la conservation des forces vives qui est si important 
h considérer dans l’action des corps les uns sur les autres. 

La proposition intéressante que l'auteur vient de démontrer, peut être établir 
d'une manière fort simple dans toute sa généralité par la géométrie analytique. En 
effet, soient (a , b) , («’, b') y (a", b" ), etc. , les coordonnées des points fixes donnés ; 
[jCyjr) celles de l'un des points du lieu cherché, etm,/i,/>, etc. les multiples don- 
nés. Il est clair que les quarrés des lignes que l'on considère «ont (x— b)\ 
* etc., el comme par hypothèse, la somme des multiples de ces 

quarrés doit élit; égale à un espace déterminé, il s'ensuit que l'équation du lieu 
cherché est 

m ( x — a)* -4- n ()’ — b )* 
n (x — a' )-+- n {j- — b* )* 

+p{x — <*”)'+ p{j — !>”)’ 

+ eic. , -f- etc. 

A la seule inspection de cetlc équation , on reconnaît que les coefficients de ar 
et de y sont égaux, et par conséquent le lieu est une circonférence de cercle. 

C. 



| — const. 
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de cette droite aux deux premiers points donnes, soit égale à sa 
distance au troisième. 

Soient A, B, C, ( fig . x8 ) les trois points donnés; on peut trouver 
un quatrième point D tel qu'une droite quelconque HDI étant menée 
par ce point, la somme des perpendiculaires AH et BI, soit égale à 
la perpendiculaire CG. 

a x A LYSE. 

Par le point D , menez C D K ; abaissez sur cette droite les deux 
perpendiculaires AK, BL, et menez AB qui rencontre KC en E. 

D'après la propriété dont jouissent les droites qui passent par le 
point D, il est clair que les distances AK et B L de la droite CD K 
menée par le point C aux deux points restants A et B, doivent être 
égales. Ainsi les triangles rectangles AEK et BLE sont égaux, et 
par conséquent AF. = BE; donc le point E est déterminé, puisqu'il 
est le milieu de AB. Menez à-présent la perpendiculaire EF; il est 
évident que aEF = AH + BI. De plus, CG et EF étant parallèles, 
CD;DE::CG:EF, et CD:aDE::CG:aFE ou AH+BI; mais, par 
hypothèse CG=AH+Bl, donc C D = a D F. , et comme C E est dé- 
terminé, le point D l’est aussi. 

SYNTHÈSE. 

Faites AE=i AB, et ED=4EC; D est le point cherché. 

En effet abaissez la perpendiculaire EF. Puisque CG et EF sont 
parallèles, CD:DE:;CG:EF; mais CD = a DE, donc CG — aE F 
= AH+BI. 

Le porisme qui vient d’être démontré peut être regardé comme 
provenant de la solution de ce problème, Mener, par le point M, 
une droite MN telle que la somme des perpendiculaires AH et BI, 
abaissées sur cette droite des points A et B, soit égale à la perpen- 
diculaire CG menée par C du côté opposé. Le point D se trouve 
comme précédemment , et la position de MND est déterminée. Mais 
II' Suppl. 1 8 
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la direction de cette droite serait tout-à-fait indéterminée, s'il arrivait 
que le point M coïncidât avec D ; dans cette supposition , le pro- 
blème admettrait une infinité de solutions (1). 

PROPOSITION XIX. 

P O R I S M E. 

Un cercle et une droite étant donnés, on peut trouver un point 
tel que toute droite qui y passe et qui est terminée par le cercle et 
la droite, est divisée au point cherché en deux segments dont le 
rectangle est déterminé. 

La droite ‘AB {J Ig . 19, pl. 3 ), et le cercle HDF sont donnes de 
position; cm propose de déterminer un point F qui divise une droite 
quelconque EDF en deux segments comprenant un rectangle dé- 
terminé. 

analyse. 

Par F menez H F G perpendiculaire à A B. En vertu de l'hypothèse, 
le rectangle HFxFG est aussi égal à l’espace donné, et par consé- 
quent à FD x FE; donc DF:HF : :FG: F E. Les triangles DF II et 
GFE ayant ainsi un angle égal chacun à chacun compris entre des 
côtés proportionnels, sont semblables, et l’angle FDH est égal à 
F G E , c’est-à-dire à un angle droit ; donc HDF est un demi-cercle 
qui a MF pour diamètre. Le centre C étant donné, la perpendiculaire 
HCG est aussi donnée, et par conséquent le point F est déterminé. 



(1) Il est à-propos de remarquer que le point cherché D est le centre de gra- 
vité du système des trois points A , B , C considérés comme des points matériels 
pesants. C'est ce qui résulte de la manière dont on obtient le point D; mais cela 
peut être démontré a priori d'après la propriété de ce point. Car il résulte évidem- 
ment de cette propriété que la somme des moments de A , B, C est nulle par rapport 
à tout axe passant par D, ce qui est, comme on sait, la propriété caractéristique 
d’un centre de gravité. 



('Note du traducteur.) 




ANALYSE GÉOMÉTRIQUE. l3f) 

Les points F, G, H étant déterminés, il en est de même du rectangle 
H F x F G. 

SÏNTH ES E. 

Du centre C abaissez sur AB la perpendiculaire HCFG qui ren- 
contre la circonférence en F; ce point F jouit de la propriété , que 
si l’on y fait passer une droite quelconque terminée à la circonfé- 
rence et à AB, ses deux segments comprendront ut»' rectangle 
déterminé. En effet menez DH; les triangles FGE et F DH sont 
semblables; donc FG:FE; ;FD : FH , d’où FEx FD = FG,x EH 
= un rectangle déterminé. 

Ce porisme peut être considéré comme provenant de la solution 
de ce problème. Par le point M, mener une droite DMFE telle que 
le rectangle de ses segments DF et FE soit égal à. un rectangle dé- 
terminé. Le point F étant trouvé comme ci-devant, la droite DM'E 
est entièrement déterminée. Mais quand le point donné M se trouve 
coïncider avec F, la droite D E n’a plus de position déterminée, c’est- 
à-dire qu’elle satisfait aux conditions du problème, dans quelque 
direction quelle soit menée. 

PROPOSITION XX. 

POKISXE. 

Un cercle et un point étant donnés, on peut trouver un autre 
point tel qu’en menant de ce point et du premier, deux droites à un 
point quelconque de la circonférence, ces deux droites soient tou- 
jours dans un rapport donné. La circonférence ECF et le point A 
étant donnés, on peut trouver un point B (fi g. 20) tel que les droites 
AC et BC, menées au point C de la circonférence ECF, soient entre 
elles dans un rapport déterminé. 

ANALYSE. 

Menez AB qui rencontre le cercle en E et F; tire» CE, CF, et 

18. 
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prolongez AC. Puisque les points E et F sont sur la circonférence, 
il résulte de l'hypothèse que AC:BC: A E:BE, et AC:BC: : AF:FB. 
Il suit de-là que CE divise en deux parties égales l'angle AC B, et 
qu’il en est de même de CF par rapporta l’angle adjacent B CD; par 
conséquent l’arc ECF est un demi-cercle. Ainsi la droite qui passe 
par le centre O , est déterminée de position. Maintenant , puisque 
AF:FB;;AE:EB ou bien AF: AK; ;FB:EB, il s’ensuit que EF 
étant divisée extérieurement et intérieurement dans le même rapport, 
EO est une moyenne proportionnelle entre AO et BO, ou EO’=AO 
x B O. Mais AO et EO sont donnés, donc B O et le point B sont 
déterminés. De plus, puisque AO;EO::EO:BO, il est clair que 
A E:EB: ;EO:BO, c’est-à-dire que les droites menées par A et B 
à la circonférence, sont entre elles, dans un rapport déterminé, égal 
. EO 
a B0‘ 

SYNTHÈSE. 

Menez AF par le centre du cercle donné, et faites AO:EO::EO 
:B 0 ; B est le point cherché. En effet tirez CO. Puisque EO = CO, 
il s'ensuit que AO:CO, :CO:BO;ce qui prouve que les triangles ACO 
et B CO qui ont en outre un angle commun en O, sont semblables; 
donc AC:BC: I AO:CO, c’est-à-dire dans un rapport déterminé. 

Ce porisme dérive évidemment du théorème qui forme la douzième 
proposition de ce livre, ( voyez page 126). 

PROPOSITION XXI 

PORISME. 

Un cercle et une droite étant donnés, on peut trouver un point 
tel que toute droite menée par ce point à la ligne donnée, soit 
moyenne proportionnelle entre les deux segments interceptés par 
la circonférence et la droite données. 

Soient donnés la droite AB (fîg. 21) et le cercle HKF; il est 
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possible d’assigner un point D, par lequel, si l’on mène une droite 
quelconque FDC, la partie CD soit moyenne proportionnelle entre 
les segments CE et CF. 

ANALYSE. 

Par D abaissez la perpendiculaire IDG sur AB, et menez les 
droites CI, H K. Puisque CE:CD;;CD:CF, c D’ = C F. x CF=CK 
xCI; comme GI passe par le point D, il faut que GH:GD;;GD 
GI, c’est-à-dire que gü’ = GHxGI. Mais CD‘ = CG‘ + DG’, donc 
C K. x C I = tÜT- + GH x GI; retranchez ces deux membres de ceux- 
ci; cF — CG - -+- ST , il restera CIxKI=GIxHI; d'où CI:GI : :HI 
:KI, et par conséquent les triangles CIG et HI K, qui ont en outre 
un angle commun I , sont semblables. Ainsi l'angle H M étant égal 
à CGI, est droit, et par conséquent HI est un diamètre; donc GI 
est déterminée de position, et comme les points G, H, et I sont 
donnés, le rectangle GH x GI ou le quarré de G D est déterminé^ il 
en est donc de même du point D. 

SYNTHÈSE. 

Par le centre O, abaissez la perpendiculaire GOI ; et prenez une 
moyenne proportionnelle G D entre G H et G I ; D est le point cher- 
ché. Car CE x CF = GO" — ïTü‘ = cg : -t-GÜ* — h~ô , = C(V -t- GIi. 
x GI; mais G D’ = G H x GI, donc CE x CF= CG’ + GD’ — clr. 

Ce porisme peut être regardé comme dérivé du problème suivant : 
« Par un point P, donné sur le diamètre d’un cercle, mener à la 
perpendiculaire AB une droite CLPM telle que le rectangle des seg- 
ments CL et CM , soit égal au quarré de G N. » CLxCM=CK 
x C I = cP — CIxKI; mais cP = CG‘+GT, et CIxKI = GIxHI; 
donc CL x CM = cG’+GI x GH, et si l’on fait GU"' = GI x GH , il 
est clair que C L x C M = ccf’ + (TTP = CD’, et conséquemment CD' 
= GN', et C D = GN. La droite CD et le point D étant déterminés, 
le point C l'est donc ainsi que la droite CLPM, Le problème est 
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résolu alors en cherchant une moyenne proportionnelle G D entre G H 
et G I, et décrivant de D comme centre avec un rayon égal à GN, un 
cercle qui rencontre la perpendiculaire A B en C. On voit par-là que 
la position du point C ne dépend nullement de celle du point P. Si 
donc PLM coïncide avec CEF, on aura C E x CF = GNï = CD\ et 
cette propriété aura lieu quelle que soit la position du point C sur 
la droite AB. 

PROPOSITION XXII 

FOKISSE. 

Un point étant donné sur le diamètre d'un cercle donné, on peut 
trouver un autre point dans le prolongement de ce diamètre ^ tel que 
l’angle formé par deux droit» menées de ce point aux extrémités 
d’une corde quelconque qui passe par le point donné, soit divisé en 
deux parties égales par le diamètre. 

Sur le diamètre FH {fig- ou) d’un cercle donné, soit fixé un point 
A par lequel on mène une corde quelconque BAG ; on peut trouver 
un point D dans la direction de ce diamètre, tel que l’angle ADC 
soit égal à A D B. 

A N A LYSE. 

Tirez les droites EB, EO et B O. Les triangles EOD et BOD sont 
égaux, puisqu'ils ont le côté EO égal à B O, DO commun, l’angle 
O DE égal à O D B, et qu’ils sont tous deux de même espèce, vu que 
les angles DEO et DBO sont égaux l’un à l’autre. Donc l’angle 
F.OG est égal à BO‘G. 11 suit de-là que les triangles EOG et BOG 
sont pareillement égaux , ce qui montre que EB est perpendiculaire 
au diamètre FH. Par conséquent ( 1 ) FA: AH : : FD:D H ; le rapport 

(i) Tirez les- 'Imites CK,CH, et U droite IHK. parallèle à CF ou perpendicu- 
laire à C H. Les angles EC F et F CB étant égaux , les angles C 1 K. et C K I sont aussi 
égaux, et on a II K =r III. Les triangles semblables CAF, HAR donnent CF: H K 
ou H I :: A F: Alfl A cause des parallèles CF, Kl; CF:HI::DF:DH; donc AF 
: AH :: DF:DH. 
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de FA à AH étant donné, celui de FD à DA l’est de même; d’où il 
résulte que le point D est déterminé. 

SYNTHÈSE. 

Si vous prenez un point D tel que O A:OH ; ;OH: OD , ce sera le 
point cherché. Pour le prouver, menez OC et OB. Puisque OH 
= OC, OA:OC; :OC:OD; donc les triangles AOC et COD ayant 
un angle égal chacun à chacun compris entre des côtés proportion- 
nels, sont semblables, et par conséquent l’angle OC A est égal à 
ODC. On ferait voir, de la même manière, que l'angle OB A est égal 
à ODB. Mais le triangle BOC étant isocèle, les angles OCA et 
OBA sont égaux; donc il en est de même des angles ODC et ODB. 

Ce porisme dérive encore de la proposition ia, page ia6, dans 
le cas particulier où les deux points donnés coïncideraient avec deux 
points de la circonférence déterminée par le rapport donné. Car si 
AC, DC et AB, DB sont dans le même rapport, il est clair que AC 
:AB; ;D C:DB, et conséquemment l’angle BDC est divisé en deux 
parties égales par la droite DA. 

PROPOSITION XXIII. 

PORISME. 

Un point étant donné sur la circonférence d’un cercle, on peut 
trouver un autre point tel que deux droites menées par ce point et 
par le premier à la partie opposée de la circonférence, retranchent 
sur une corde donnée, des segments dont les rectangles soient entre 
eux dans un rapport connu. 

Supposez que le cercle A DBE (_/?£•. a3), le point A, et la cordeDE, 
soient donnés; il existe un autre point C tel que la droite AB et la 
droite CB menées à un point quelconque B de la circonférence, dé- 
terminent sur DE des segments, dont les rectangles I)GxFE et 
DF xGE, sont entre eux dans le rapport donné de KM à LM. 
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Menez la droite CA, et prolongez-la jusqu'à la rencontre de 
ED en H. 

Puisque KM:LM:;DGxFE:DFxGE, il s’ensuit que-KL:LM 
;:DGxFE — DF xGErDFxGE; mais DGxFE — DFxGF. 
= (DF+FG) (GE+FG) — DFxGE = FGxDE; donc KL:LM 
::FGxDE:DF xGE. Prenez sur DE un point H tel qu'on ait K L 
:LM::DE:DH, alors KL:LM: :FG x DE:FG x DH, et par consé- 
quent FGxDH = DFxGE; en ajoutant aux deux membres de 
cette e’quation le rectangle DFxFG, on en déduit que FHxFG 
==DFxFE = AFxFB. Donc FH:FB:;AF :FG, d’où il suit que 
les triangles AFH et GF B sont semblables , et que l’angle AH F est 
égal à FBG; mais l'angle AHF est donné, puisque les points A, H 
et D sont déterminés, donc la droite AC est aussi déterminée, puis- 
qu’elle doit sous-tendre un segment capable d’un angle déterminé 
FBG ou ABC; ainsi la position du point C est fixée. 

SYNTHÈSE. 

Prolongez la corde ED jusqu'en H d'une quantité telle que DE 
DH: :KL:LM, menez HA, et en un point quelconque B de la cir- 
conférence, faites l’angle ABC égal à AHF, C est le point cherché. 

Car , les triangles AFH et G F B étant évidemment semblables , 
FH:FB:;AF:FG, d'où FHxFG = FBxAF = DFxFE; par 
conséquent FHxFG — DFxFG=DFxFE — DFxFG, ou bien 
FGxDH = DFxGE. Mais, d’ailleurs, KL:LM : :DE: DH: ;FG 
xDE:FGxDH, donc KL: LM: :FG x DE: DF xGE; par consé- 
quent KM:LM;;FGxDE+DFxGE:DFxGE, ou à cause de 
FG=DG— DF,DE = DG+GE;KM:LM::DGxFE:DFxGE. 

Le porisme qui vient d'être démontré, dérive naturellement de ce 
problème, par deux points donnés A et C, dont l’un est sur la cir- 
conférence d'un cercle donné, mener à cette circonférence deux 
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droites AB et CB qui interceptent sur la corde DE des segments dont 
les rectangles DGxFE et DFxGE, soient entre eux dans un rap- 
port donne. Si l’on prend le point H comme ci-devant, l'analyse du 
problème montrera que l’angle ABC doit être égal à A H F. Donc, 
en décrivant sur AC un segment capable de cet angle, le contact ou 
l’intersection de ce segment avec le cercle donné, déterminera la 
position du point B. Mais il est clair que si le point C est aussi sur 
la circonférence, les deux cercles se confondront, et le problème 
deviendra susceptible d’une infinité de solutions. 

PROPOSITION XXIV. 

PORISM E. 

Si par deux points donnés on mène à l’une de deux lignes don- 
nées, deux droite* qui coupent l’autre ligne en deux points, on peut 
trouver sur cette seconde ligne deux points fixes, tels que le rectangle 
de leurs distances aux points d'intersection, soit égal à un rectangle 
assignable, qui restera le même quelle que soit la direction des 
deux droites sécantes. 

Supposez qu’on mène par les points donnés D et E ( fig . a 4 ) deux 
droites DF et EF, vers un point F de la droite donnée AC; elles 
détermineront sur lasecon de droite donnée AB , deux points H et G, 
et quels que soient ces points, il existe sur AB deux autres points 
fixes I et K, tels que le rectangle IH x G K est constamment égal à 
un rectangle donne. 

A N ALYSE. 

Menez El, EA,DA, DK; et prolongez DE jusqu’à la rencontre 
de AC en P. Puisque les points A , F, P appartiennent à la droite AC, 
il résulte de l’hypothèse que les rectangles IAx AK, IHxGK,IN 
x NK , sont égaux entre eux ; donc IH:IA.;AK:GK, d’où AH: IA 
,:AG:GK, ou bien AH:AG:;I A:GK. Par E, menez LEM paral- 
lèles à AB et rencontrant les droites AC et F D prolongées. Alors il 
It Suppl. 19 
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est clair que LE:LM::AH:AG:;IA:GK. De plus, puisque !A 
xAK = INxNK,IN:IA::AK.:NK, d’où l’on déduit que AN:1A 
:;AN:NK, et par conséquent IA = NK. D’après ce résultat, LE 
:LM::NK:Gk,etLE:EM::IÏR:GlS,<MibieDLE:NKr:EM:GN, 

c'est-à-dire :;ED:DN; ainsi les triangles LDE et KNDsont sem- 
blables, d’où il spit que LD K est une ligne droite. Menez DO. 
Puisque IA=NK,LE:I A :;LE:NK ou : :EO:OI: :ED:DN, et par 
conséquent DO est parallèle à AB. Les parallèles OD et LM étant 
données de position, il résulte de ce qui précède, que les points O 
et L, et par conséquent les points I et K sont déterminés; d’où l’on 
voit qu’il en est de même du rectangle IAxAK. 

SYJf TH ÈSE. 

Menez DO, EL parallèles à AB, et rencontrant en O et L le pro- 
longement de AC; tirez les droites EO, LD, et prolongez-les jus- 
qu’à AB eu I et K; ces derniers points sont les points cherchés. Car, 
si l’on mène DF et EF, il est clair que LE:lA::OE:OI:';ED:DN 
:;DM;DG:;LM:GK, d'où LE:LM:;1 A:GK; mais, d’un autre 
côté, LE:LM : : A H: AG; donc I A:IH ; ;GK: AK , et par consé- 
quent I A x AK. = 1H x GK. 

Cp porisme provient du problème suivant : 

Deux droites AB et AC étant données de position, ainsi que les 
points I, K, E et D, trouver un point F tel que les droites EF, DF 
menées de ce point aux points donnés D et E, interceptent sur AB, 
à partir des points donnés I et K, deux segments dont le rectangle 
soit équivalent à un espace constant. Il est clair que quand les points 
I et K ont la position qui a été assignée ci-devant, le problème est 
indéterminé. 

PROPOSITION XXV. 

PORISME. 

Trois droites non-parallèles étant données de position, on peut 
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en trouver une quatrième telle que si l'ou mène à travers les quatre 
droites, des parallèles à une cinquième droite donnée, ces parallèles 
coupent les quatre premières droites en parties proportionnelles, 
dont les rapports sont constants. 

Soient (fig. a5 ) AB, CD et AE les trois premières droites don- 
nées ; on peut en trouver une quatrième F G telle que toute paral- 
lèle à une autre droite donnée HI KL, qui traverse les quatre lignes 
AC, CD, AE, FG, soit divisée par elles en segments proportionnels 
aux droites HI, IK, KL dont les rapports sont connus. 

ANALYSE. 

Prolongez AE et F G jusqu a leur point de concours M; par K 
et I, menez NO et PO respectivement parallèles à AB et F G, et par 
leur point de rencontre O, menez CO. Soit H'I'K'L' une autre 
droite trausverse divisée comme la première; menez de même P'O'I' 
parallèle a PIO, et rencontrant CO en O' ; enfin tirez O' K', et pro- 
longez cette droite jusqu’en N. 

Puisque KO est parallèle à PH, HI:IK : : P I:IO ; et de plus, les 
parallèles PO et P' O’ étant coupées par les droites CP, C I et CO, il 
s’ensuit que PI:I0::P'I':I'0'; donc HT:I'K'::P'I':I'0\ d’où il 
suit que O' N' est parallèle à ON. Maintenant IK:KL;;OK:KN 
et l' K' ;K' L' : : O' K' : K' N' ; donc O K:KN ; :0'K':K'N', ce qui 
prouve que les lignes A E, OC et F G concourent au mèiifc point M. 
De plus CA:AF;;OK:KN;:IK:KL;.et comme le rapport de C A 
à AF est donné, il est clair que AF et le point F sont déterminés; 
mais le point L est donné, donc FLG est déterminée de position. 

SYNTHÈSE. 

Prenez le point F de manière que CA soit à AF dans le rapport 
de I K à KL, et menez LF; ce sera la ligne cherchée. Pour le prou- 
ver, menez NK et PI parallèles à AB et F G, et par leur point de 
concours O, menez CO; prenez sur cette droite un autre point O' 
quelconque, menez pareillement O' K' N' et O'I'P', qui rencontrent 

•9- 
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AE et CD en K' et I'; la droite transversale H'I'K'L' est divisée de * 
la même manière queHIKL. 

Car, puisque NO, N' O' sont parallèles à AB, et que OP, O'P' le 
sont à F G, il s’ensuit que HI:IK::PI:IO::PT:I'0'::H'r:rK'. 

De plus, comme C A : A F : ;IK:KL; ;OK:KN , on voit que les 
droites OC, EA, GF concourent au même point M, d’où il résulte 
que IK:KL; :OK:KN: ;0'K':K'N': :I'K':K'L'. 

Le porisme précédent provient du cas indéterminé de ce problème 
fameux : Quatre droites AB , C D , A E, F G ( fig . a5 bis ) étant données 
de position , mener une droite transversale H I K L qui soit coupée par 
ces lignes en des segments proportionnels aux droites données X, Y, Z. 
Supposez le problème résolu; prolongez GF et EA jusqu’à leur 
concours en M, menez les parallèles N K. O et PI O, et tirez MT O. 
Puisque T A : AF ; ; O K : K N : ; I K : K L , le rapport de T A à A F est 
donné, et par conséquent le point T et la droite M O sont détermi- 
nés de position. De plus PI:IO::HI:IK, donc le rapport de PI à 
10 est aussi donné; mais le triangle CPI étant évidemment donné 
d’espèce, le rapport de CP à PI est déterminé; ainsi le rapport de 
CP à PO est connu, et le triangle CPO déterminé d’espèce. Les 
droites MO et CO étant donc l’une et l’autre connues de position, 
leur point d’intersection O est déterminé; conséquemment les pa- 
rallèles TW) et P O sont déterminées de position ; d’on il suit que leurs 
intersections K et I , ainsi que la droite] transversale H I L K , sont 
pareillement connues. 

La construction du problème se déduit aisément de l’analyse pré- 
cédente : pour cela ayant prolongé EA et GF jusqu’à leur point de 
concours M, faites F A: AT;: Z: Y, et menez MT O. Prenez ensuite 
un point quelconque Q sur CB; menez QS parallèle à F G, et faites 
Q R : R S 1 1 X : Y; après cela tirez la droite C S , et prolongez-la jusqu’à 
la rencontre de MO en O; menez enfin OI et KO respectivement 
parallèles à F G et AB; la droite HIKL, qui passe par les points 
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d’intersection I et K, est la droite demandée. Car HI:IK::PI:IO 
;:QR:RS::X:Y, et IK:KL::OK:KN::TA:AF::Y:Z. 

Maintenant, si le rapport de CA à AF devenait égal à celui de Y 
à Z, le point T coïnciderait avec C, et la droite T O avec CO. Le 
problème, dans ce cas, serait donc indéterminé , c'est-à-dire que tout 
point pris sur C O jouirait de la propriété qui était auparavant ex- 
clusive au point O (i). 

ISOPÉRIMÈTRES. — DÉFINITION. 

On appelle figures isopérimètres celles qui ont un contour égal, 
ou de même étendue linéaire. 

PROPOSITION XXVI. 

PROBLÈME. 

Sur une droite donnée de position, trouver un point tel que la 
somme de ses distances à deux points donnés soit la plus petite 
possible. 

Soit proposé de mener par un point de la droite CD (fig- 26 ), 
aux points donnés A et B, deux droites AG et BG, dont la somme 
soit un minimum. 

ANALYSE. 

Par B, l’un des points donnés, abaissez une perpendiculaire BE 
sur CD, et après l’avoir prolongée d’une égale quantité au-dessous 
de CD, menez GF. Il est évident que les triangles rectangles BEG 
et F EG sont égayx; et par conséquent que BG = G F; ainsi AG 

(1) Ce problème fut d'abord proposé par Newton, pour déterminer le cours 
d’une comète , au moyen de quatre observations faites à petits intervalles l'un de 
l’autre. Mais malheureusement la solution conduisit, dans la pratique , i des résul- 
tats incertains et même erronés. Cette faute imprévue porta Bosêovich à examiner 
avec soin toutes les circonstances que pouvait présenter la question , et il découvrit 
que le problème devient indéterminé précisément dans le cas où il peut être 
appliqué aux observations astronomiques. ( Note de M. Leslie. ) 
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> GF est uu minimum. Il résulte de-là que la ligne AGF est droite, 
et elle est déterminée, puisque les points A et F sont donnés; donc 
son intcrsectiou G avec CD, et les droites AG, B G sont pareillement 
déterminés. 

Il est évident que les angles AGC et BGD sont égaux. 

Corollaire. On résout d'une manière analogue un problème sem- 
blable au précédent; sur une droite donnée de position, trouver un 
point tel que la différence de ses distances à deux points donnés, soit 
la plus grande possible. Si ces points sont situés tous deux du même 
côté de la droite C D , fig. 26 bis, il est clair que la différence entre 
A'G et BG étant toujours moindre que A'B, la limite extrême a 
lieu, et cette différence est à son maximum quand A' G et B G coïn- 
cident avec A'B, auquel cas le point G se trouve en prolongeant A'B 
jusqu'à la rencontre de CD. Mais si les points A et B sont situés de 
côtés différents de la ligne C D comme dans la figure 26 bis, abaissez 
la perpendiculaire BE que vous prolongerez en EF d’une quantité 
égale , et meuez les droites AF G et F G. Les triangles BEG et FE G 
sont évidemment égaux, et par conséquent B G = G F; mais dans le 
triangle A F G', la différence entre AG' et G' F étant moindre que 
A F, elle atteint son maximum quand ce triangle est supposé confondu 
avec ccttc droite AF; dans ce cas l’angle AGE — BGC. 

PROPOSITION XXVII. 

THÉORÈME. 

Les droites menées par deux points donnés à tin même point de 
la circonférence d’un cercle, forment la somme la moindre possible, 
quand elles sont également inclinées sur la tangente menée par leur 
point de concours. 

De toutes les droites menées par A et B ( Jig . 27 ) à la circonfé- 
rence du cercle GDH, la somme des droites AD et BD qui font 
des angles égaux avec la tangente EF, est la plus petite possible. 
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Par la proposition dernière, AD et BD qui tombent sous la même 
incidence sur la droite EF, sont plus courtes que les autres lignes 
qu’on pourrait mener par A et B à tout autre point de EF; mais les 
lignes menées à la tangente sont moindres que les lignes extérieures 
qui se terminent à la circonférence; ainsi par ces deux raisons com- 
binées, AD et BD forment le minimum de toutes les droites menées 
des points donnés A et B à la circonférence G D H. 

PROPOSITION XXVlfl. 

PROBLÉ NE. 

Trouver un point tel que la somme de ses distances à trois points 
donnés, soit la plus petite possible. 

Soit proposé de mener par les points A, B, C {Jig. 28}, les droites 
A D , BD , C D , telles que leur somm* soit un minimum. 

ANALYSE. 

Si on imagine que B D reste constante , la position de D sur la 
circonférence décrite du centre C avec le rayon BD, doit, par la 
dernière proposition, être telle que la somme AD+CD étant tin 
minimum , l’angle ADB soit égal à CDB. Par ta même raison, 
si AD demeure invariable, BD et CD qui forment un minimum, 
doivent faire avec AD des angles égaux ADB et ADC. En réunis- 
sant ces conditions, on voit que les droites AD, BD, CD, forment 
entre elles des angles égaux à leur point de concours. 

De-là dérive cette construction : Décrivez le triangle ABC, et sur 
chacun des côtés AC et B C construisez un triangle équilatéral T 
auxquels vous circonscrirez des cercles qui se rencontrent au point D, 
ce point est le point cherché. Car les angles ADC et CDB étant 
les suppléments des angles des triangles équilatéraux , sont chacun 
égal aux deux tiers de deux angles droits, ou au tiers de quatre; 




l52 ANALYSE GÉOMÉTRIQUE. 

par conséquent les trois angles formés autour du point D sont 
égaux. 

PROPOSITION XXIX. 

PROBLÈME. 

Trouver sur une droite donnée un point tel que les lignes menées 
de ce point à deux points donnés, comprennent le plus grand angle 
possible. 

Soit proposé de mener AC et BC (fig- 29 ), de manière que l'angle 
AC B soit un maximum. 

ANALYSE. 

Faites passer un cercle par les trois points C, A et B. Puisque 
l’angle A CB est plus grand que tout autre angle dont le sommet 
serait sur DE, cette droite doit avoir tous ses points hors du cercle, 
excepté le point C; ainsi DE touche le cercle en C. Il suit de-Iàque 
G A x G B = CG*, et par conséquent le point C est déterminé. 

PROPOSITION XXX. 

PROBLÈME. 

1 

Parmi tous les triangles isopérimètres qui reposent sur une même 
base, déterminer celui dont l'aire est la plus grande. 

Soit proposé de trouver un triangle ABC, reposant sur la base 
AC {fig. 3 o ) , et renfermant dans un périmètre donné la plus grande 
surface possible. 

ANALYSE. 

Puisque la base du triangle ABC est constante, tandis que son 
aire est un maximum , il faut que sa hauteur soit la plus grande 
possible, et par conséquent le sommet B se trouve sur une parallèle 
à AC la plus éloignée qu'il est possible. Supposez que cette parallèle 
soit D E ; la somme des côtés A B et C B , et conséquemment le contour 
entier du triangle est, par la proposition 26 de ce livre, pag. le 
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plus petit qu’il peut être, quand l’angle ABD est égal à CBE. Or il 
est clair que AB+BC doit être un minimum, parce que toutes les 
autres lignes menées par A et C sur Un point quelconque de DE, 
font une somme plus grande que le contour constant AB+CB, puis- 
que les segments des autres triangles isopérimètres sont en dessous 
de DE; donc l’angle ABD = CBE, ou ce qui revient au même 
BAC = BC A, d’où BC = B A. Ainsi le triangle ACB est isocèle, et 
il est déterminé, .car tous ses côtés sont donnés. 

Corollaire. Il résulte de-là qu’un polygone équilatéral est parmi 
tous les polygones isopérimètres du même nombre de côtés, celui 
qui renferme la plus grande surface. Car sans changer tout le reste 
de la figure , supposez que deux côtés quelconques adjacents viennent 
à varier, ils formeront le plus grand triangle passible quand ils seront 
égaux en longueur. Le polygone, qui n’est autre chose que (assem- 
blage des triangles ainsi formés, doit donc être à son maximum 
quand ces triangles sont isocèles dans chaque combinaison, et par 
conséquent lorsque tous les côtés de la figure sont égaux. 

PROPOSITION XXXI. 

THÉORÈME. 

Un polygone dont tous les côtés sont donnés, à l’exception d’un 
seul, comprend la plus grande aire possible, quand il est inscrit dans 
un demi-cercle, qui a pour diamètre, le côté indéterminé. 

Soit le polygone ABCDEF {fig. 3i ), dont les côtés AB,BC,CD, 
ED et EF sont constants, et reposent sur une base AF variable; 
l'aire du polygone aura atteint son maximum , quand AF sera le 
diamètre d'un cercle circonscrit au polygone. 

En effet menez AD et FD à un quelconque des sommets D; les 
espaces ABCD et DEF resteront évidemment les mêmes, tandis 
que l'angle ADF s’aggrandira, et que les points A et F s’écarteront 
11' Suppl. 20 



l54 ANALYSE GÉOMÉTRIQUE, 

l’un de l’autre. Ainsi le polygone renfermera la plus grande surface, 
quand le triangle ADF compris entre les côtés AD et DF aura 
atteint son maximum. Maintenant le triangle sera dans cet état lors- 
que la perpendiculaire abaissée de F sur AD sera la plus grande pos- 
sible. Alors il est clair que ADF doit être un angle droit, et par 
conséquent le point D est situé sur une demi-circonférence dont AF 
est le diamètre. En appliquant le même raisonnement à tous les 
sommets B, C, E, on verra que tous doivent être sur la demi-cir- 
conférence dont A F est le diamètre. 

Premier corollaire. Ainsi un polygone , dont tous les côtés sont 
donnés, contient la plus grande surface quand il peut être inscrit 
dans un cercle. Car soit AB CD un polygone dont tous les côtés sont 
donnés; menez le diamètre AF, et tirez DF. Le polygone ABCDF 
ainsi formé est un maximum; mais le triangle ADF est évidemment 
déterminé, donc le polygone restant ABCD est aussi un maximum. 

Deuxième corollaire. Il résulte de-là que de tous les polygones 
isopérimètres d’un nombre donné de côtés, le plus grand est le po- 
lygone régnlier. Car par le corollaire de la proposition précédente, 
ce polygone maximum doit avoir tous ses côtés égaux, et ses angles 
sont aussi égaux, puisque tous ses sommets sont sur la circonfé- 
rence circonscrite au polygone. 

PROPOSITION XXXII. 

THÉORÈME. 

Le cercle est le plus grand de tous les polygones isopérimètres. 

Par les propositions précédentes, il est clair que le périmètre et 
le nombre des côtés étant donnés, la figure maximum est un poly- 
gone régulier. Soit ABCDEF {fig. 3a) un tel polygone qui a le 
périmètre donné; partagez en deux portions égales les arcs corres- 
dants du cercle circonscrit, et inscrivez dans ce cercle un polygone 
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régulier MBGC. . .LA d'un nombre de côtés double du précédent. 

Menez le diamètre M I et les droites M D et O D. Les deux polygones 

sont composés chacun d'un même nombre de triangles égaux à ODN 

pour l'un, et à ODI pour l’autre; ainsi leurs surfaces sont entre elles 

comme ON est à OI, ou ce qui revient au même comme P N est à 

M I. Mais si le grand polygone M A s’était réduit à un polygone 

semblable , de même périmètre que A . . . F et dont le côté homologue 

à DI, serait égal à DN, les aires des deux polygones semblables 

seraient dans le rapport de UT* à b N’, c’est-à-dire de MI à MN. 

Donc le polygone primitif A. . . .F est à un autre polygone du même 

périmètre et d’un nombre de côtés double, comme P N est à MN. 

Une figure d’un périmètre constant a donc une aire de plus en 

plus grande, à mesure que l’on double le nombre de ses côtés. En 

• 

continuant cette duplication, le polygone régulier qui en résulte 
acquiert une surface perpétuellement croissante. Ainsi le cercle , qui 
est la limite dont s’approchent tous ces polygones à mesure que le 
nombre de leurs côtés augmente, doit, dans le même contour, ren- 
fermer le plus glrand espace possible (i). 



(i) On trouve ces trois dernières propositions ( 3 o, 3 t , 3 a ), traitées d'une ma- 
nière différente, dans les Eléments de Géométrie de M. Legendre, pages t 3 o à 
i 36 de la onzième édition, année 1817. 

Le lecteur pourra encore s'exercer sur le problème suivant , dont un grand nombre 
de géomètres se sont occupés ■ inscrire dans un cercle donné, un polygone dont 
les cotés passent par autant de points donnés qu’il y a de cotés dans le polygone.» 
f' oyez pour la solution de ce problème, tant par l'analyse que par la synthèse. 
Mémoires de V Academie de Berlin , année 1 776 , ceux de l'Academie de Pétersbourg , 
année 1780; le Recueil de problèmes, publié en 1809 par M. de Stainville, l'un 
des répétiteurs de l'école polytechnique; le premier volume des Annales de mathé- 
matiques de M. Gergonne , qui contient plusieurs articles fort intéressants de 
M. Servois, conservateur du Musée d'artillerie; les ouvrages de géométrie de 
M. Carnot , et enfin les Eléments d'analjse géométrique et algébrique , par M. S. {-hui- 
lier, Genève 1809. 
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NOTE 



De M. LESLIE sur les trois livres de son Analyse géométrique. 



Ces trois livres ont pour objet de montrer clairement l'usage que les géomètres 
grecs ont fait de leur analyse. Pour remplir cet objet, j’ai choisi une série de pro- 
positions qui présentent des difficultés croissantes , en allant du problème le plus 
simple aux questions plus composées. 

Le premier livre, qui renferme des questions de divers genres, est tiré de plusieurs 
sources. Les propositions 25 et 26 contiennent l’analyse de deux problèmes fameux 
dans l’école de Piéton - U u4#eo»ion «le l'angle , et la duplication du cube. » Ces pro- 
blèmes conduisent immédiatement à une géométrie plus élevée. Le dernier théo- 
rème de ce livre est le seul qui soit tiré de celui d’Euclide, qui a pour titre : Data 
ou les Données , * 

Dans les second et troisième livres, j’ai cherché à présenter l’analyse des anciens 
dans son état le plus parfait , et avec l’extension que lui avaient donnée Apollonius 
et ses illustres contemporains. Sans omettre les questions principales, j*ai évité les 
détails longs ou fastidieux. Notre système d’éducation moderne est tellement étendu 
qu’il ne reste pas de loüîr pour se livrera des éludes qui exigtfht peu de contention 
d’esprit. 

La méthode d’analyse, tant estimée dans les écoles anciennes, devenait l’objet 
de l’enseignement, lorqu’on avait appris les éléments de géométrie. Suivant Pappus , 
elle contenait huit traités distincts. ( Voyez les titres de ces traites dans l'intro- 
duction de la partie algébrique de la Géométrie d trois dimensions , de M, Hachette ]. 

Les porismes d’Euclide, avec quelques additions, sont contenus dans les propo- 
sitions 18 — a5 du troisième livre. Les dernières propositions de ce livre sont rela- 
tives aux isopérimètres. Quoique j’aie traité ce sujet avec la concision des géomètres 
modernes, on verra , j’espère, que je ne me suis pas écarté de l’esprit des anciens 
géomètres. ( Note de C auteur y page 434 de V ouvrage traduit . ) 
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LIVRE 1", CONTENANT 28 PROPOSITIONS. 



Chaque proposition comprend Jeux parties, analyse et synthèse. 

Première proposition. Par Jeux points donnés, mener des obliques à une droite 
connue, qui soient également inclinées sur elle. a. Par un point donné, mener une 
droite qui fasse des angles égaux avec deux droites données de position. 3. Par 
un point donné, mener une droite telle* que les segments interceptés par les per- 
pendiculaires abaissées sur elle de deux points donnés, soient égaux. 4* Partager 
un triangle en deux parties équivalentes par une ligne droite menée d'un point 
donné sur un des côtés. 5. Trouver un point dans l’intérieur d'un triangle, tel que 
les droites menées de ce point aux trois sommets, divisent le triangle en trois triangles 
équivalents. 6 . Partager un triangle en trois parties équivalentes par des lignes droites 
menées d’un point donné dans l'intérieur du triangle. 7 . Inscrire un quarré dans un 
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triangle. 8. Par un point donné , mener une droite telle que le» partie» de cette 
droite , terminées à deux ligne» données , soient entre elles dan» un rapport donné. 
q. Par un point donné, mener une droite qui soit divisée dans un rapport donné 
par la circonférence d'un cercle donné. 10. Par deux points donnés sur la circon- 
férence d'un cercle, mener à un autre point de cette circonférence, deux droites 
qui soient entre elles dans un rapport donné, n. Par un point donné, mener à 
un cercle une sécante, telle que le rectangle de la partie extérieure et de la partie 
comprise dans le cercle, soit équivalent à une aire donnée, ta. Par deux points 
donnés, faire passer un cercle qui coupc par le milieu la circonférence d’un cercle 
lonné. | 3 . Couper une droite donnée en deux parties telles que le quarré construit 
soit équivalent au rectangle construit avec la seconde et avec une autre ligne 
donnée. 1 4 - Partager une droite donnée en deux parties qui soient entre elles en 
raison sous-doulilée de deux autres parties aussi données de la même droite. 
i 5 . Trouver un point sut te diamètre d’un cercle, tel qu'en menant par ce point, 
sous une inclinaison donnée, une droite terminée à la circonférence, le quarré de 
celte droite sojfrdans un rapport donné avec le rectangle lies deux segments du 
diamètre. |6. Par deux points donnés, mener à un point de la circonférence d’un 
cercle donné, deux droites telles que la corde de l'arc quelles interceptent, soit pa - 
rallèle à la ligne qui joint les deux points donnés. 17. Par deux points donnés, 
mener à un point de la circonférence d’un cercle , deux droites telles que la corde 
de l'arc intercepté rencontre en un point donné la droite qui joint les deux pre- 
miers points donnés. iS. Par deux points donnés sur la circonférence d'un cercle, 
mener à un autre point de la partie opposée de la circonférence, des droites qui 
coupent un diamètre donné en deux points également éloignés du centre. 19. Par 
un point donné, mener une droite telle que le rectangle des segments interceptés 
sur elle par deux lignes données, soit équivalent A une surface donnée, ao. Par un 
point donné, mener une droite qui détermine sur deux droites données, deux 
segments dont la somme soit égale il une longueur donnée, ai. Par un des som - 
mets d'un quarré, mener une droite telle que la partie interceptée entre les deux 
côtés opposés du quarré , soit égale à une ligne donnée, aa. Etant donnés la hau - 
teur d'un triangle, sa base et le rectangle îles deux autres côtés; construire le 
triangle. a 3 . Etant données l'iiypothénuse d'un triangle rectangle, et la différence 
ou la somme des deux autres côtés, construire ce triangle. a 4 - Trouver la construc - 
tion du pentagone et du décagone réguliers. a 5 . Trouver les conditions nécessaires 
pour la trisection de l’angle. a6. Déterminer les conditions auxquelles on doit 
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satisfaire pour insérer deux moyennes proportionnelles cotre deux lignes données, 
ay et a8. Théorèmes. pages 3a — yo. 

LIVRE II, CONTENANT 3i PROPOSITIONS. 

Première rxopositiov. Par un point donné, mener une droite qui intercepte 
sur deux parallèles données , des segments qui aient entre eux un rapport douiié. 
a. Deux droites qui se coupent étant données de position, mener par un point 
donné , une droite qui détermine sur elles des segments dont le rapport soit égal 
a un rapport donné. 3. Deux droites qui se coupent étant données, mener par un 
point donné une droite qui détermine sur chacune d’elles des segments , qui aient 
un rapport donné; ces segments étant comptés pour la première à partir du point 
de concours, et pour la seconde à partir d'un point donné. 4- Deux droites qui se 
coupent étant données, mener par un point donné, une troisième ligne telle que les 
distances des points où elle rencontre les deux premières, i deux autres points don- 
nés sur celles-ci , soient également données. 5. Etant données deux parallèles et une 
droite qui les coupe, mener par un point de cette sécante, une autre droite telle 
que les segments interceptés sur les parallèles entre elle et la sécante, forment un 
rectangle donné. 6. Par un point donné , mener une droite qui intercepte sur deux 
parallèles données et à partir de deux points donnés, deux segments dont le rect- 
angle soit égal à un rectangle donné, y. Deux droites qui se coupent étant don- 
nées, mener par un point donné une troisième droite telle que les segments 
qu'elle détermine sur elles à partir de leur point de concours , forment un rectangle 
donné. 8. Par un point donné, mener une droite telle que par son intersection 
avec deux droites données qui se coupent, elle forme un triangle d'une aire don- 
née 9. Deux droites qui se coupent étant données, mener par un point donné 
une autre droite qui détermine sur elles deux segments dont le rectangle soit égal 
à un rectangle donné ; ces segments étant comptés , l’un à partir du point d'inter- 
section des droites données, et l'autre à partir d’un point fixe sur lune de ccs 
droites. 10. Deux droites qui se coupent étant données, ainsi qu'un point sur cha- 
cune d’elles, mener par un autre point donné, une troisième ligne qui détermine 
sur les deux premières et à partir de chacun des points donnés sur elles , des seg- 
ments dont le rectangle soit égal à un espace donné, il. Partager une ligne donnée 
en deux portions telles que le quarté construit sur l'une, soit équivalent au rect- 
angle construit avec l'autre et avec une ligne donnée, ta. Diviser une ligne donnée 
en deux portions telles que le quarré de la première, soit dans un rapport donné 
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avec le rectangle construit sur la seconde et sur une droite donnée. i. 3 . Etant 
donnés trois points sur une niémc ligne droite, on propose dVn trouver un qua- 
trième tel que le rectangle fait avec sa distance au premier point et une ligne 
donnée, soit équivalent à celui qui aurait pour eûtes ses distances aux deux autres 
points. i 4 < Etant donnés trois points sur une même ligne droite, on propose d en 
trouver un quatrième tel que le rectangle fait avec sa distance au premier point 
et une ligne donnée, soit dans un rapport donné avec celui qui aurait pour côtés 
ses distances aux deux autres points. i 5 . Etant donnés trois points sur une même 
ligne droite, on propose d'en trouver un quatrième tel que le quarré de sa distance 
au premier , soit égal au rectangle de ses distances aux deux autres. 16. Etant don- 
nés trois points sur une même ligne droite, on propose d'en trouver un quatrième 
tel que le quarré de sa distance au premier point , soit dans un rapport donné avec 
le rectangle de ses distances aux deux autres. 17. Etant donnés quatre points sur 
une même ligne droite, on propre sien trouver un cinquième tel que le rect- 
angle de scs distances aux deux premiers, soit dans un rapport donné avec lo 
rectangle de ses distances aux deux autres. 18. Etant donnes quatre points sur une 
même ligne droite , on propose d’en trouver un cinquième tel que le rectangle de 
ses distances aux deux points extrêmes, soit dans un rapport donné avec le rect- 
angle de ses distances aux deux points moyens. 19. Par un point donné, mener 
une droite telle que la partie interceptée dans une circonférence donnée, soit 
égale à une ligne donnée. 20. Par un point donné , mener une droite telle que 
la partie de celle droite comprise entre deux circonférences concentriques, soit 
d’une longueur donnée. 21. Etant donnés deux cercles quelconques, et un point 
sur la droite qui joint leurs centres, tel que les distances de ce point aux centres 
des cercles , soient proportionnelles à leurs rayons , on propose de mener une 
autre droite dont la partie interceptée par les deux circonférences, ait une longueur 
donnée, aa. Deux cercles dont l’un est intérieur à l’autre étant donnés , mener 
par un point donné sur la circonférence du plus petit, et sur la droite qui joint 
les deux centres, une droite telle que la partie comprise entre les deux circonfé- 
rences, soit d'une longueur donnée. a 3 . Par l’extrémité d’un cercle donné, mener 
une droite telle que la partie interceptée entre la circonférence et une perpendicu- 
laire au diamètre, soit d’une longueur donnée. a 4 -. Par un point donné sur la 
droite qui divise un angle en deux parties égales, mener une autre droite telle 
que la portion comprise entre les deux côtés de langle, soit d’une longueur don- 
nee, a 5 . Par le sommet d’un rliombe, mener une droite telle que la partie comprise 
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entre le* deux côté* quelle rencontre , soit d'une longueur donnée. 26. Par deux 
pointa donné*, faire passer un cercle qui touclie une droite donnée de position. 

( Note sur Omérique Hugo ). 27. Par un point donné , faire passer un cercle tangent 
à deux droites données. 28. Par deux points donnés, faire passer un cercle tangent 
4 un cercle donné. 29. Par un point donné, faire passer un cercle tangent à un 
cercle donné et à une droite donnée de position. 3 o. Par un point donné, faire 
passer un cercle tangent à deux cercles donnés. 3 i. Décrire un cercle tangent à 
deux droites données et à un cercle donné. page* 7> — lia. 

LIVRE III, CONTENANT 3a PROPOSITIONS. 

Définition des lieux géométriques. n 3 . 

PautiKRB rnorostTion. Si d'un point donné on mène 4 une droite donnée des 
lignes qui soient divisées dans un rapport connu , le lieu des points de division est 
une autre droite déterminée de position, a. Si d’un point donné, on mène à la 
circonférence d’un cercle donné des lignes droites , et qu'on les divise daps un rap- 
port connu, le lieu des points de division est une circonférence de cercle déter- 
minée. 3 . Sur chacun des côtés d’un angle donné , on place un point , et sans 
changer le rapport des distances des deux points ainsi déterminés au sommet de 
l’angle, ni la position de ce sommet, ni 1a grandeur de l'angle, on suppose que 
l’un des points parcourt une ligne droite donnée , il est question de démontrer que 
l'autre point aura aussi pour lieu une droite déterminée. Si par un point fixe, 
on mène deux droites dont les longueurs sont dans un rapport constant , et dopt 
1 inclinaison est invariable; si l'extrémité de lune parcourt une circonférence de 
cercle déterminée , l’extrémité de l'autre aura pour lieu une circonférence égale- 
ment déterminée. 5 . Une droite menée par un point fixe est divisée en un point 
de sa longueur en deux parties telles que le rectangle de l’une et de la ligne en- 
tière, équivaut à un rectangle constant et donné; si le point de section se meut en 
parcourant une droite donnée, l’extrémité de la ligne mobile aura pour lieu une 
circonférence déterminée, ti. Une droite assujétie à passer constamment par un 
point fixe , est divisée en deux parties telles que le rectangle de l'une comptée du ’ 
point fixe, par 1a ligne entière, soit constamment égal à un rectangle donné; si le 
point de division parcourt une circonférence donnée, l’extrémité de la droite aura 
pour lieu une ligne droite déterminée de position , ou une circonférence de cercle 
déterminée , selon que le point fixe sera ou ne sera pas situé sur la circonférence 
donnée. 7. La grandeur d’un angle , son sommet et le rectangle de ses côtés étant 
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fixes et donnés, si l'extrémité de l'un des côtés parcourt une ligne droite donnée, 
celle de l'autre aura pour lieu une circonférence de cercle déterminée. 8 Si deux 
droites, dont les longueurs sont dans un rapport constant, se meurent en .s’ap- 
puyant toujours snr deux droites fixes données et en conservant la môme direction, 
leur point d'intersection décrira une ligne droite déterminée. 9. Trois droites qui 
concourent en un même point étant données de position , si une quatrième droite 
les coupe sous une inclinaison constante, et de manière que le rectangle de son 
premier segment par une droite donnée , soit égal à la somme des rectangles de 
son premier et de son second segment par des lignes données; le lieu du point 
d’où sont comptés les segments, est une droite déterminée. 10. Quatre droites qui 
concourent en un même point, étant données de position, si une cinquième droite 
les coupe sous une inclinaison constante et de telle manière que la somme des 
rectangles de son premier et second segment par des lignes données, soit égale 
à la somme des rectangles de son troisième et de son. quatrième segment par 
d’autres lignes données, le point d'où sont comptés tous les segments, aura pour 
lieu une droite déterminée. 11. Une droite étant donnée de position, si deux 
autres droites la coupent sous des inclinaisons données, de manière à intercepter 
sur elle, à partir de deux points fixes, des segments dont le rapport soit constant, 
le point de concours des droites mobiles a pour lieu une droite déterminée, ta. Si 
par deux points donnés, on mène deux droites dont les longueurs soient entre 
elles dans un rapport constant, le point de concours de ces lignes aura pour lieu 
une droite ou une circonférence de cercle déterminée. t 3 . Si un point mobile 
est assujéli à cette condition que le quarré de sa distance à un point fixe donné , 
équivaille au rectangle de sa distance à une droite fixe et d'une autre ligne 
donnée, le lieu de ce point est une circonférence de cercle déterminée. i4« Si 
par deux points donnés, on mène deux droites qui se coupent, et qui soient 
telles que la différence du quarré de Tune et d'un espace donné, soit en rapport 
constant avec le quarré tic l'autre , le lieu du point de concours de ces droites 
est une circonférence de cercle déterminée. i 5 . Si par deux points fixes donnés, 
on mène deux droites qui se coupent de manière que la différence de leurs quarréa 1 

soit constante , leur point de concours décrit une ligne droite déterminée de posi - 
tion. 16. Lcmrne. 17. Si par plusieurs points fixes donnés , on fait passer des droites 
terminées toutes à un meme point , et telles que la somme de leurs quarrés soit 
constamment égale à un espace donné , ce point de concours aura pour lieu une 
circonférence de cercle déterminée. pages xt 3 — 135 . 
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Définition du pomme. page j36. 

Paoroarrion 18. Trois points étant donnés; on peut en trouver un quatrième tel 
qu'en y faisant passer une droite quelconque, la somme des distances de cette 
droite lui déni premiers points donnés, soit égale à sa distance au troisième. 
iq. Un cercle et une droite étant donnés, on peut trouver un point tel que toute 
droite qui y passe et qui est terminée par le cercle et 1 a droite, est divisée au point 
cherché en deux segments dont le rectangle est déterminé, ao. Un cercle et un 
point étant donnés , on peut trouver un autre point tel qu'en menant de ce point 
et du premier, deux droites à un point quelconque de la circonférence, ces deux 
droites soient toujours dans un rapport donné, ai. Un cercle et une droite étant 
donnés, on peut trouver un point tel que toute droite menée par ce point à la 
ligne donnée, soit moyenne proportionnelle entre les deux segments interceptés 
par ta circonférence et la droite données, aa. Un point étant donné sur le diamètre 
d’un cercle donné, on peut trouver un autre point dans le prolongement de ce dia - 
mètre tel que l'angle formé par deux droites menées de ce point aux extrémités 
d’une corde quelconque qui passe par le point donné, soit divisé en deux parties 
égales par le diamètre. a3. Un point étant donné sur la circonférence d’un cercle, 
on peut trouver uu autre point tel que deux droites menées par ce point et par 
le premier à la partie opposée de fa circonférence, retranchent sur une corde 
donnée des segments dout les rectangles soient entre eux dans un rapport connu. 
a4- Si par deux points donnés, on mène à l’une de deux lignes données, deux 
droites qui coupent l'autre ligne en deux points , on peut trouver sur cette seconde 
ligne deux points fixes, tels que le rectangle de leurs distances aux points d’inter- 
section, soit égal à un rectangle assignable, qui restera le même quelle que soit 
la direction des deux droites sécantes. a5. Trois droites non-parallèles étant don - 
nées de position , on peut en trouver une quatrième telle que ai l’on mène à travers 
les quatre droites, des parallèles à une cinquième droite donnée, ces parallèles 
coupent les quatre premières droites en parties proportionnelles, dont les rapports 
«ont constants. pages l36 — l4,Q- 

Définition des isopérimètres. 1 4Q- 

PnoposiTiov a 6 . Par une droite donnée de position, trouver un point tel que la 
somme de ses distances à deux points donnes , soit b plus petite possible. 37 . Les 
droites menées par deux points donnés â im même point de b circonférence d'un 
cercle, forment b somme 1 a moindre possible , quand elles sont également inclinées 
sur 1a tangente menée par leur point de concours. 38. Trouver un point tel que 
il ^ 
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la somme de ses distances à trois points donnés , soit 1* pins petite possible. 
29. Trouver sur une droite donnée un point tel que les lignes menées de ce point 
à deux points donnés, comprennent le plus grand angle possible. 3o. Parmi tous 
les triangles isopérimètres qui reposent sur une même base , déterminer celui dont 
l'aire est la plus grande. 3i. Un polygone dont tous les côtés sont donnés, à l'ex- 
ception d’un seul , comprend la plus grande aire possible quand il est inscrit dans 
un demi-cercle, dont le côté indéterminé est le diamètre. 3a. Le cercle est le plus 
grand de tous les polygones isopérimètres. ‘ pages >49 — >53. 

Note de M. Leslies sur son analyse géométrique. i56. 

FIN DE LA TABLE. 



ERRATA. 

Supplément de la Géométrie descriptive. 

Page 7 , ligne 18, au lieu de K , lùez A. — Page 8 , ligne 1 9 , «u lien de asymptotes , 
liiez : droites génératrices de l’hyperboloîde. — Page to , lig. 1 , au lien de le plan de la 
figure 1, liiez : les plans d ezjig. 1 et a de la. — Page. 1 1 , liff 1, après H", ajoutez en paren- 
thèse ( le point H" est au-delà de la droite x y de la yt g. a )■ — Page it , , ligne 19, an lieu 
de le droit, liiez : la droite. — Page a 5 , lig. 5 , après oscillateur, ajoutez : menée par son 
centre. — Meme page, ligne i 3 , au lieu de O (M) , lisez : OM. 

Analyse Géométrique. 

Page 40 , lig. 3 , au lien de la ligne B H , lisez ; D H. — Page 5a , lig. 1 1 , au lieu de l'ana- 
lyse , lisez : l'angle. — Page 53 ; lig. j 8 , au lieu de AGH, lùez : B G H. — Page 56 , lig. 6 , 
au lieu de AG, lisez . DG. — Page 5 g, lig. 9, au lieu de AB, Usez: AD. — Page 75, 
lig. i 5 , au lieu dc/g. i 5 , lùez: fig, 5 , — Page. 8a, avant-dernière ligne, au lieu d e fig. 8, 
lùez : fig. 13. — Page 83 , lignes 17 et 18 , au lieu de C B, lùez : CD. — Page 91 , ligne 6 
en remontant, au lieu de MI G , lùez : M I II. — Page 100 , lig. 4 » au lieu de menez , lùez : 
mener. — Même page, lig. 3 en remontant, au lieu de AEC, Usez : A FC — Page ior, 
lig. 3 , au lieu de 36 (Wr), lùez : a 5 (6ù). — Page n 5 , lig. il, au lieu de CD, Usez : 
BD. — Page « 5 i, lig. a , au lieu de sont plus, lùez : sont en somme pim. — Même page , 
, au lieu de centre C , lisez : centre B» 
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Appendice des Éléments de Géométrie à trois dimensions , in- 8°. année 1817. 

Page 139 , lignes 6 et 8 , au lieu de rayons , lùez : rayons inverses. — Page 140, lig. 6 , 
au lieu de 0 = r4-r', lùez : f = r-f- r*. 



- Di^tfe^d-by Google 




CTigitized by Google 




\J 



DigitizedJ>y Google 



Digitized by Google 




Digitized by Google 




